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A  propos  de  ce  livre 
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expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 

autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 

trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 
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dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 
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+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 
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aucun  cas. 
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veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
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NOTE  SUil  L  IMPOSSIBILITÉ  DB  LA  QUADRATURB  Bli  CERGLK; 

Par  m.  Eugène  BOUCHÉ  (»). 


Il  n'est  guère  de  problème  qui  ait  donné  lieu  à  plus 
de  tentatives  que  celui  de  la  quadrature  du  cercle  :  on 
entend  par  là,  comme  on  sait,  la  construction  avec  la 
règle  et  le  compas,  c'est-à-dire  à  l'aide  d'un  nombre 
limité  de  droites  et  de  cercles,  du  carré  équivalent  à  un 
cercle  donné  quelconque.  L'insuccès  de  tant  d'efforts  avait 
fait  regarder  ce  problème  comme  impossible,  bien  qu'il 
n'existât,  à  vrai  dire,  aucune  démonstration  rigoureuse 
de  cette  impossibilité  ;  on  avait  seulement  prouvé  jus- 
qu'ici que  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  est 
incommensurable  (Lambebt,  1761),  et  qu'il  en  est  de 
même  de  son  carré  (Legbhdue,  Note  If^de  sa  Géotné" 
trie;  Hebmite,  Journal  de  Crelle,  1873). 

Dans  tout  problème  susceptible  d'être  résolu  avec  la 
règle  et  le  compas,  chaque  point  de  la  iigure  s'obtient 
par  l'intersection  de  deux  droites  Du  d'une  droite  et  d'un 
cercle,  ou  de  deux  cercles^  si  l'on  imagine  qu'on  tra- 
duise algébriquement  les  constructions  au  fur  et  à  me- 
sure, à  l'aide  des  formules  de  la  Géométrie  analytique,  on 
aperçoit  qu'on  n'aura  jamais  à  résoudre  que  des  équations 

(')  Tirée  de  la  cinquième  édition  du  Traité  de  Géométrie  de 
MM.  Eug.  Rouché  et  Ch.  de  Comberôusse,  qui  vient  de  paraître  à  la 
librairie  Gaulhier-Villars. 


(>) 


(6) 
linéaires  ou  quadratiques,  en  sorte  que  l'équation  finale 
pourra,  par  un  nombre  suffisant  d'élévations  au  carré 
successives,  être  ramenée  à  une  équation  de  degré  pair 
à  coefBcients  rationnels.  On  aura  donc  démontré  l'im- 
possibilité de  la  quadrature  du  cercle,  si  l'on  prouve  que 
le  nombre  -n  ne  saurait  être  racine  d'une  équation  de 
degré  quelconque  à  coefficients  rationnels. 

M.  Lindemann  a  annoncé  (Comptes  rendus,  l.  XCV, 
et  Mathematische  Annalen^  t.  XX  j  i88a)  qu'il  était 
parvenu  à  déduire  cette  proposition  de  certaines  formules 
de  M.  Hermite  [Mémoire  sur  la  fonction  exponen- 
tielle, 1874)',  sa  méthode  n'est  qu'urne  généralisation^ 
mais  fort  habile,  de  celle  qu'avait  employée  l'illustre 
géomètre  pour  démontrer  que  le  nombre  e,  base  des  lo- 
garithmes népériens,  jouit  de  la  propriété  similaire. 

Nous  allons  exposer^  en  simplifiant  quelques  détails, 
les  formules  de  M.  Hermite  et  les  recherches  de  M.  Lin- 
demann \  ce  dernier  travail,  si  remarquable,  appelle  d'au- 
tant plus  l'attention  qu'il  ne  semble  pas  devoir  être  le 
dernier  mot  sur  ce  sujet,  au  moins  sous  le  rapport  de  la 
simplicité. 

Formules  de  M.  Hermite. 

1 .  Remarquons  d'abord  que,  si  Ton  désigne  par  m  un 
nombre  entier  et  positif  quelconque,  par  Z|,  z^,  . . .,  z^ 
les  racines  d'une  équation  entière  de  la  forme 

(a)  /(>»)  =  ^^  H- «1  >»'»-* -f-... -h  «a  =  o, 

on  peut  toujours  déterminer  un  polynôme  entier  et  de 
degré  ti  en  ^ 

(l)  *(^,  Zi)  =  ^«-+-61(5,)^'»-»  -+-.  .  .-h  ^n{^i\ 

tel  qu'on  ait  identiquement 

—  /Tî,  1 «^  . ,  ,  ,  .^ I 

L  z  —  Zo  Z—^n  J 


(7) 
£  désignant  Tua  quelconque  des  nombres  o,  i,  a,  . . . ,  ti, 
à  condition  de  remplacer  Zo  par  zéro. 

Car,  en  égalant  les  coedScients  des  mêmes  puissances 
de  z  dans  les  deux  membres,  on  trouve,  puisque  le  pre- 
mier terme  est  z"  de  part  et  d'autre,  n  relations  qui  per- 
mettent de  déterminer  les  n  coefficients 

ces  relations,  qu'on  déduit  de 

—  /?i[So6|:_,(5|)  -h  Si6^-,(;î/)  -h. .  .H-  Sjh.,ei(^/)  H-  Sjt-i], 

en  faisant  successivement  k  égal  à  i,  2,  . . . ,  n  et  où  So, 
S|,  ...  désignent  les  sommes  des  puissances  semblables 
des  racines  dey*(2)  =  o,  montrent  que  Oa(^i)  est  un  po- 
lynôme de  la  forme 

6i, . .  .y  &A  étant  des  fonctions  entières  symétriques  et  à 
coefficients  entiers  des  racines  àef[z)  =  o. 

L'expression  (1)  fait  voir  en  outre  que,  si  l'on  pose 


8  = 


I 

•  • 


I 


on  a 


Sx 


ei(-so) 


•  ••••• 

K(Zn) 


*{Zo,Zo) 
^(ZolZi) 

*(Zo,Zn) 


*(z„,Zo) 

^{ZnjZi) 


•   .   •  .    ■  « 


*iZn,Za) 


et  comme,  en  vertu  de  l'expression  de  ^^(^t))  le  second 
déterminant  se   réduit  par  des  transformations    bien 

connues  à  0,  on  voit  que  le  dernier  déterminant  est  égal 
à  8a. 


(8) 
EnfiO)  si  l'on  désigne  par  <p(2,  Zi)  ce  que  devîeni 
^[ZyZi)  lorsqu'on  y  remplace  m  par  zéro,  on  a 


et 

(3) 


Z  —  Zi 


dz 


<p(^o»-»i) 


8», 


2.  Cela  posé,  considérons  Tintégrale 

le  chemin  d'intégration  pouvant  être  choisi  à  volonté,  à 
condition  toutefois  de  ne  pas  passer  par  Tinfini  ;  nous 
désignerons  cette  intégrale  par  Je  symbole  m^. 

En  multipliant  les  deux  membres  de  la  relation  (2) 
par  e''z"'f^{z)^  on  a . 

z  —  Zi 

=  ^[e--Z'n/m(^ji)^(^jZ^jSi)] 

.    ,     ,r*i*(Zo,  Zf)  ^(Zn*Zi)] 

\^    z  —  Zq  z  —  Zi    ] 

d'où,  en  multipliant  par  dz  et  intégrant  entre  les  limites 
o  et  Zk^ 

(m  4-  1)1-  =  *(>5o,  Zi)ml-h.. .-+-  ^(z„,  Zi)ml. 

La  recherche  des  intégrales  (w4-i)ît  se  trouve  ainsi 
ramenée  à  celle  des  intégrales  m^..  Par  le  même  procédé, 
on  ramènera  à  leur  tour  celles-ci  aux  intégrales  (m  —  i)l. 
et,  en  continuant  de  la  sorte,  on  arrivera  à  la  formule 


(9) 


avec  la  relation 


(4) 


•         ■  > 


Uî 


u^ 

^n 


US 


=  ^Um-i)  ^ 


Mais,  en  multipliant  par  e~*  les  deux  membres  de  la 
relation  (a^),  on  a 

-^-ZLJ  =  _[«-.<p(.,,,)j, 
d'où,  en  multipliant  par  dz  et  intégrant  entre  o  et  «a? 

Il  suffît  dès  lors  de  poser 

(5)  4  =  U^çC^A,  >5o)  +. .  .H-  Uj<p(-«A,  -«») 

pour  obtenir  la  formule 

(6)  m^  =  m'o  —  «~^*  "i-t 

due  à  M.  Hermite  et  dont  dépend  toute  la  suite  de  cette 
étude. 

Les  quantités  u^  sont  des  fonctions  entières  et  à  coef- 
ficients entiers  des  racines  def[z)=:o'^  leur  expres- 
sion (5)  montre  en  outre  que  leur  déterminant 


A  = 


u] 


u 


U 


n 


U 
U 

m  I 

U 


n 


est  égal  au  produit  des  déterminants  (3)  et  (4);  d'où 
résulte  l'égalité 

A  =  S»'«. 

3.  Enfin,  pour  terminer  ce  travail  préparatoire,  nous 
allons  montrer  que  l'intégraient^  tend  vers  zéro  lorsque 
m  croit  indéfiniment. 


(   «o) 
Si  l'on  désigne,  en  effet,  par  V  la  longueur  du  chemin 
d'intégration  adopté  pour  le  calcul  de  m^,  et  par  jx'  et  V 
les  modules  maxima  de  zf{z)  et  de  e"*^(z  —  Zi)~^  le 
long  de  ce  chemin,  on  a  évidemment 

mod  //li  < — V- :  • 

1.2  ...  (m  —  I) 

Par  suite,  si  X,  |jl,  >/  sont  les  plus  grandes  valeurs  de  V,  |ji', 
y  pour  toutes  les  valeurs  de  k  et  de  i,  toutes  les  inté- 
grales m^  auront  un  module  inférieur  à 


LI.2  .. .  (m  — i)J  *^    ' 


or  X,  [X,  V  sont  des  nombres  finis  et  indépendants  de  m, 
et  Ton  sait  d'ailleurs  que  la  fraction  mise  entre  paren- 
thèses peut,  pour  une  valeur  assez  grande  de  l'entier  m^ 
devenir  inférieure  à  toute  quantité  donnée. 

Tliéorèmes  de  M,  Lindemann. 

4.  Supposons  :  i°  que  /isoit  de  la  forme  pq^  p  et  q 
étant  deux  entiers  positifs  quelconques  ;  2^  que z^ ,  ...^Zp 
soient  les  racines  d'une  équation  irréductible  de  la 
forme 

if,  &2)  •  •  •  9  f>p  étant  des  nombres  entiers  réels  ou  ima- 
ginaires^ 3^  que  l'on  aitpour  toutes  les  valeurs  i,  2,  ...,p 
de  l'indice  v 

On  aura,  par  la  formule  (6), 


e-v  m'^  =  c-''  «J^  —  u[  y 


) 


€*.*-•*>-.  vm;^_,)^^  =  e*^*-i)i»+vaj  —  w'^..,jp^, 


(  «»  ) 

d'où,  en  multipliant  respectivement  par  des  nombres 
Nf,  N2,  . . . ,  Nç,  supposés  entiers  réels  ou  imaginaires, 
mais  différents  de  zéro,  puis  ajoutant  et  ayant  égard  aux 
relations  (7), 

Ni  2  e^v  ml  -4-  N,  2  e^p+^  /n^  -+-...-4-^92  e«w-i)j»+v  mf^_,)p^, 

—  Ni  Z  w^  —  Nj  2  Up^  — ...  —  Ny  2  Mj^_,,p_^, 

toutes  les  sommes  S  étant  prises  de  v  =  i  à  v  =  ^. 
L'existence  d'une  relation  telle  que 

(.1)  No-+-]\i2e-v4-N,2e2sv-h...-f.N^2ey-»  =  o 

entraînerait  donc  les  n  4-  i  relations  que  Ton  déduit  de 

(  Ni2e-»mi-+-Nj2c-i»+v/7i^-f....-hNy2c-(7-i)jH-v/n[^_,jp_^ 
(       =  — [Notti-t-N,2l/i-f-N,2M^-^...-hNy2af;^_,)^], 

en  j  faisant  i  =  o,  i,  2,  . .  . ,  /z.  L'impossibilité  de  la 
relation  (I)  sera  donc  démontrée^  si  Ton  prouve  l'impos- 
sibilité du  système  des  (/i  4-  i)  équations  (8). 

A  cet  effet,  nous  ferons  d'abord  les  remarques  sui- 
vantes, qui  résultent  de  la  composition  des  u^  et  de  la 
forme  entière  des  coefficients  de  Téquation  qui  a  les  Zf^ 
pour  racines. 

1**  Le  second  membre  de  la  première  des  équations  (8) 
(relative  à  i  =  o)  est  un  nombre  entier;  car  ce  second 
membre,  qui  est  une  fonction  entière  et  à  coefficients 
entiers  des  z^t,  est  en  outre  ime  fonction  symétrique  de 
ces  racines;  vu  que,  si  l'on  échange  les  indices  xetjr 
qu'on  suppose  choisis  parmi  i,  2,  . . . ,  p,  m^  s'échange 
avec  uj,  Zj:_^y,p  avec  Zy^ip^  et  u^^xp  avec  u^^^ph 

a'*  Les  seconds  membres  des  autres  équations  (  8  )  ne 
font  que  s'échanger  entre  eux  par  l'effet  de  l'échange  mu- 
tuel des  za;  car,  si  l'on  échange  Zx  et  Zy,  M^^_xp  s'échange 
avec  uj^xp  tam  que  /  diffère  de  x  et  de^,  et  en  outre 
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*^j+\p  s'échange  avec  wj^^p  et  uj^^p  avec  wj.+î^;»*  ^^*  seconds 
membres  sont  d'ailleurs  des  fonctions  entières  et  à  coef- 
ficients entiers  des  z/;  si  donc  on  considère  Téquation 

qui  aurait  les  seconds  membres  des  équations  (8)  pour 
racines,  les  coefficients  Âf,  ...,  A.„  étant  des  fonctions 
entières  et  symétriques  de  ces  seconds  membres  seront 
des  nombres  entiers. 

Mais  les  premiers  membres  des  équations  (8)  tendent 
vers  zéro  quand  m  croit  indéfiniment;  donc  il  en  est  de 
même  alors  de  A|,  A2,  . . .,  A„,  et,  comme  ce  sont  des 
nombres  entiers,  il  faut  qu'à  partir  de  certaines  valeurs 
de  m  et  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes  de  m  on 
ait  rigoureusement  A,  =  o,  A2  =  o,  ...,A^=o.  Donc 
pour  ces  mêmes  valeurs  de  m  les  seconds  membres  des 
équations  (8)  devraient  s'évanouir,  et,  par  suite,  tous  les 
déterminants  d'ordre  (9-hi)  déduits  du  tableau  des 
coefficients  des  Nq,  N|,  . . . ,  N^  dans  les  seconds  mem- 
bres des  équations  (18)  devraient  être  nuls;  il  en  serait 
donc  de  même  du  déterminant  A  et  par  conséquent  aussi 
de  8,  puisque  A  =  S^»». 

JVIais  le  déterminant  S  est,  comme  on  sait,  égal  au 
produit  de  toutes  les  différences  ±:  (a^/  —  P^a)?  lors- 
qu'on donne  h  i  et  h  toutes  les  valeurs  1 ,  3,  ...,/?,  et  à 
a  et  p  toutes  les  valeurs  o,  i ,  2,  . . . ,  </  (à  condition  ce- 
pendant de  ne  pas  faire  à  la  fois  a  et  ji  nuls  )\  S  ne  pour- 
rait donc  être  nul  que  s'il  y  avait  entre  deux  racines  zi 
et  Zfi  une  relation  de  la*  forme  cLZi — [Jzy^  =  o;  mais 
alors  l'équation  ^(z)  =  o  et  Téquation 


(!)■'•'-— (1)''.= 


auraient  une  racine  commune,  tandis  que   A (2)  a  été 
supposé  irréductible. 


(  '3) 
Ou  a  donc  le  théorème  suivani  : 

Si  z^,  Zi^  . . ,  ^  Zp  sont  les  racines  d'une  équation  ir^ 
réductible  de  la  forme  (  ^  )  à  coefficients  entiers 
ij,  . . .,  bfi  réels  ou  imaginaires,  il  ne  peut  exister,  entre 
les  fonctions  symétriques, 

(9)  j 

'v 

ott  ^  désigne  un  nombre  entier  et  positif  quelconque, 
aucune  relation  telle  que  (I),  c  est-à-dire  aucune  rela- 
tion linéaire  dont  les  coefficients^ q^  !N,,  . . . ,  N^  soient 
entiers  réels  ou  imaginaires  et  difjérents  de  zéro. 

En  particulier,  on  ne  saurait  avoir 

r  étant  un  entier  positif  quelconque  ;  et  par  conséquent, 
sous  les  conditions  admises,  aucune  des  fonctions  symé- 
triques 

C"i  -4-  ^'•«1  -1-- ...  -t.  gr5„ 

ne  saurait  être  égale  à  un  nombre  rationnel, 

5.  Les  propositions  précédentes  peuvent  s'étendre 
aux  fonctions  symétriques 

(  Se'*-',  2e'*<«t-H«i),  2:er<«,-»-«,-i-»,)^  ,,,^  le'Ui-*-*»^-  ■-•-V. 

En  elTet,  supposons  d'abord  que  les  nombres  qui 
figurent  comme  exposants  de  e  soient  tous  différents  les 
uns  des  autres  et  différents  de  zéro.  L'existence  d'une 
relation  linéaire  à  coefficients  entiers  Nq,  Nf,  N2,  • . . 
entre  les  quantités  (10)  conduirait  alors  à  un  système 
d'équations  entièrement  analogue  au  système  (8  )  et  dont 
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on  mettrait  rimpossib'îlité  en  évidence  par  un  raison- 
nement pareil  à  celui  du  n°  3. 

Si  rhypothèse  ci-dessus  n'est  pas  remplie,  admettons 
d'abord  que  dans  Tune  des  fonctions  (lo),  que  nous  dé- 
signons par  2e^,  plusieurs  des  exposants  Z  soient  égaux 
entre  eux,  et  considérons  une  relation  de  la  forme 

(II)  o  =  >[o-HN,2e3''. 

Toutes  les  quantités  Z  peuvent  alors  être  réparties  en 
plusieurs  groupes 

Z7'      7"  ■      7       7'      7* 

Il    *'l7    **!»     •••»      ^î>    ^î»    ^1>     •••»      •••> 

tels  que  les  quantités  qui  forment  un  même  groupe  soient 
racines  d'une  équation  irréductible  à  coefficients  ra- 
tionnels et  ne  fassent  que  s'échanger  entre  elles  quand 
on  échange  les  racines  zj^.  Or  le  succès  du  raisonnement 
appliqué  dans  le  n°  3  à  la  relation  (I)  était  dû  précisé- 
ment à  ce  qu'il  n'intervenait  dans  chaque  somme  sépa- 
rée que  des  exposants  de  e  s'échangeant  entre  eux  par 
suite  de  l'échange  des  z/g.  Nous  pouvons  donc  ici  conclure 
immédiatement  à  l'impossibilité  d'une  équation  de  la 
forme 

et,  par  suite,  de  la  relation  (U)  qui  en  est  un  cas  particu- 
lier. Si,  de  plus,  une  des  quantités  Z  était  nulle,  cela 
équivaudrait  à  un  changement  dans  la  valeur  de  No  ', 
mais  alors  le  raisonnement  serait  en  défaut,  à  moins  que 
tous  les  exposants  du  second  membre  de  (II}  ne  s'éva- 
nouissent en  même  temps.  Si  Téquation  qui  a  les  zj^  pour 
racines  est  irréductible,  le  cas  d'exception  que  nous  si- 
gnalons ne  peut  se  présenter  que  pour  l'exposant  de  la 
fonction 

(il)  e^  =  e'*<-«-^*»-^-  •  -^V, 

lorsque  le  coefficient  i,  de  zP~^  dans  Téquation  <l(z )  =  o 
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est  nul.  Considérons  maintenant,  au  lieu  de  (II),  une 
équation  linéaire  dans  laquelle  figurent  plusieurs  des 
fonctions  (lo);  on  pourra  encore  grouper  les  exposants 
de  telle  sorte  que  chacun  des  nombres  N  multiplie  une 
somme  telle  que  les  exposants  de  e  qui  appartiennent 
aux  termes  de  cette  somme  soient  les  racines  d'une 
équation  irréductible,  et  Ton  répétera  ce  qui  a  été  dit 
ci-dessus  a  propos  de  l'équation  (II). 

Donc  :  Aucune  des  fonctions  symétriques  (lo)  ne 
peut  être  égale  à  un  nombre  rationnel;  et  plus  généra- 
lement, entre  les  fonctions  (lo),  il  ne  peut  exister  au- 
cune relation  linéaire  à  coefficients  rationnels  ;  à  moins 
que  V équation  ({;(zj  =  o  ne  soit  privée  de  second  terme, 
auquel  cas  une  fonction  symétrique  des  quantités  (ï  i) 
peut  être  égale  à  un  nombre  rationnel, 

6.  La  première  série  des  quantités  (  lo  )  n'est  autre  que 
la  suite  des  coefficients  Mf,  M^j  . . . ,  M^^  de  Téquation 

qui  a  pour  racines  e*i,  e*«,  .  . . ,  e^p. 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  ces  coefficients  ne 
peuvent  être  rationnels,  sauf  M^  pour  i4  =  o,  et  il  ne  sau- 
rait exister  entre  eux  aucune  relation  linéaire  à  coeflB- 
cients  rationnels.  Mais  si  l'une  des  racines  de  (12),  c'est- 
à-dire  l'une  des  quantités  e*>,  e^î,  . .. ,  e^;»  était  rationnelle, 
sa  substitution  à  la  place  de  V  dans  (la)  établirait  pré- 
cisément une  relation  à  coefficient^  rationnels  entre 
M|,  Mo,  . . . ,  MjD.  Donc  :  Si  z  est  une  équation  irréduc- 
tible de  la  forme  (  P),  e^  ne  peut  être  un  nombre  ra- 
tionnel. 

Or  on  a  e''^  =  —  i;  donc  ity/ — 1  ne  saurait  être 
racine  d'une  équation  irréductible  de  la  forme  (P). 
D'ailleurs,  on  peut  ramener  toute  équation  à  coefficients 


.      (  '6  ) 
rationnels  à  la  forme  (  ^),  en  prenant  pour  inconnue ^z, 
au  lieu  de  z,  p  étant  un  nombre  entier  convenablement 
choisi.  Donc  enfin  : 

Le  nombre  it  ne  saurait  être  racine  d'une  équation 
algébrique  à  coefficients  rationnels  (  réels  ou  imagi-^ 
naires  ) . 


SUR  LES  ANTIGAliSTiOUES  PAR  RfiFLEXION  DE  LA  PARAB«LE, 
LES  RAYONS  IKGIBENTS  ÉTANT  PARALLELES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


1 .  J'appelle  bissectrice  de  deux  semi-droites  données 
la  droite  parfaitement  déterminée  qui  est  le  lieu  des  cy- 
cles tangents  à  ces  demi-droites  ;  la  droite  menée  par 
leur  point  de  rencontre  et  perpendiculairement  à  la  bis- 
sectrice sera  désignée  sous  le  nom  de  bissectrice  im- 
propre. 

Deux  demi-droites  sont  symétriques  par  rapport  à 
leur  bissectrice  impropre  ^  je  dirai  qu'elles  sont  anti-sy- 
métriques  par  rapport  à  leur  bissectrice. 

Ces  définitions  étant  posées,  je  m'appuierai  sur  les 
lemmes  suivants  : 

Lemme  I .  —  Quatre  send^droites  étant  données,  si 
Von  considère  tr^is  à  trois  ces  semi-droites^  on  obtient 
quatre  triangles;  les  centres  des  cycles  inscrits  dans  ces 
triangles  sont  sur  un  même  cercle. 

Considérons  en  effet  [fig.  i  )  les  quatre  semi-droites 
AB,  BE,  EA  et  CF.  Les  bissectrices  des  côtés  du  triangle 
ABC  le  coupent  au  point  S,  celle  du  triangle  BCD  au 
point  a,  celles  du  triangle  EDF  au  point  ^  et  celles  du 
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triangle  CFA  au  point  y.   Pour  établir  que  ces  quatre 

Fig.   I. 


points  sont  sur  une  même  circonférence,  il  suffit  d'éta- 
1)1  irque  f  angle  aS^  est  égal  à  l'angle  ayp. 
On  a  évidemment 


ys 


/x 


EBA 


i^Alî; 


ocaX  =  BES4-EB8=:JBEA   .   , 
d'autre  part,  on  a 

"'^  - 1  ^Ck  +  f CFA  =  i  BAH. 
La  proposition  est  donc  démontrée. 


a^r=îîc^+CFY_^ 


2.  Sur  la  circonférence  ayjSS,  considérons  le  point  M 
diamétralement  opposé  au  point  o,  on  voit  que  les 
droites  Ma,  M^  et  My  sont  respectivement  perpendicu- 
laires aux  droites  Ba,  E^  et  Ay.  Or  a  est  le  centre  du 
cycle  qui  touche  les  semi-droites  AB,  BE  et  CF,  ^  le 
centre  du  cycle  qui  touche  les  semi-droites  BE,  AE  et 
CF,  et  Y  le  centre  du  cycle  qui  touche  les  semi-droites 
AE,*  AB  cl  CF.  On  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante. 

Lemme  il  —  Etant  données  quatre  semi-droites  D, 
D',  D"  et  A,  soient  a,  a',  a''  les  centres  des  cycles  inscrits 
rcspectiv^enient  dans  les  triangles  déterminés  par  les 

/4im.  de  Mathémat.y  3*  série,  t.  Il  (Janvier  i88!î).  ^. 
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semi-droiies  (I)',  D",  A),  (1^,  I),  A)ft  (  D,  TV,  A);  f/r/- 
signons  par  ^  le  point  de  rencontre  de  lï  et  U^  par  [5^ 
le  point  de  rencontre  de  D"  et  de  D  et  enjin  par  [3"  le 
point  de  rencontre  de  D  et  W. 

Cela  posé,  les  droites  menées  par  les  points  a,  a',  a" 
et  perpendiculaires  respectivement  aux  droites  a^,  a  ,3' 
a"  ,3"  concourent  en  un  même  point, 

.  3.  Considérons  maintcuant  deux  semi-droiles  fixes  A 
c*t  A  cl  une  semi-droite  mobile  B  assujettie  à  la  condi- 
tion suivante,  à  savoir  que  p  désignant  le  point  de  ren- 
contre de  A  et  de  A,  q  le  centre  du  cycle  inscrit  dans 
le  triangle  formé  par  les  semi-droites  A,  B  et  A,  la  droite 
menée  par  q  perpendiculairement  à  pq  passe  par  un 
point  fixe  F. 

La  semi- droite  B  enveloppera  dans  sou  mouvement 
une  courbe  parfaitement  déterminée;  elle  est  de  l'espèce 
de  celles  que  j'ai  appelées  hjpercycles  et  de  la  troisième 
classe;  c'est  donc  un  hjpejxycle  cubique.  Dans  tout  le 
cours  de  cette  Note,  quand  il  n'y  aura  aucune  confusion 
à  craindre,  je  la  désignerai  simplement  sous  le  nom 
iVhypercycle;  comme  je  le  montrerai  plus  tard,  le  point 
fixe  F  est  le  foyer  de  cette  courbe  (  '  ). 

A,  Un  hypercycle  étant  ainsi  défini  par  les  deux  semi- 
droites  A  et  A,  considérons  une  autre  tangente  quelcon- 
que à  la  courbe  C;  en  désignant  par  r  le  point  de  ren- 
contre de  A  et  de  C,  par  s  le  centre  du  cycle  tangrnt  aux 
semi-droites  A,  C  et  A,  il  suit  de  la  définition  de  la 
courbe  que  la  droite  menée  par  s  perpendiculairement  à 
rs  passe  par  le  foyer  de  la  courbe.  Soient  maintenant 


(')  Voir  à  ce  sujet  ma  Note  Sur  les  hypercycles  {Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Ara^eniie  des  Sciences,  séances  des  ao  mars  ,3, 
10  cl  7'|  avril   iSH»). 
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a  le  point  de  rencontre  des  tangentes  C  et  B,  ^  le  centre 
du  cycle  tangent  à  B,  C  et  A,  il  résulte  du  lemme  II 
que  la  droite  menée  par   ^  perpendiculairement  à    ^a 
passe  également  par  le  foyer  F. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  propriété  fondamen- 
tale. 

Théorème  I.  —  Etant  données  deux  tangentes  quel- 
conques de  riiypercycley  considérons  le  centre  du  cycle 
qui  touche  ces  deux  tangentes  et  la  semi-droite  A;  les 
droites,  qui  joignent  ce  centre  au  foyer  de  la  courbe  et 
au  point  de  rencontre  des  tangentes,  sont  perpendicu- 
laires entre  elles, 

5.  Considérons  une  tangente  A.{Jig,  2  )  à  un  hypercycle 
Het  aie  point  oùelletouchelacourbe;  la  tangente  infini- 
ment voisine  A'  passe  par  le  point  A  et  la  bissectrice  de 

Fig.  2. 


ir 


^0 


deux  semi-droites  A  et  A'  est  la  normale  menée  au  point 
a  ;  soit  a  le  point  où  cette  normale  rencontre  la  bissec- 
trice des  semi-droites  A  et  A  ;  d'après  le  théorème  pré- 


cèdent,  la  di*oitc  Fa  est  perpendiculaire  à  la  normale  et, 
par  suite,  parallèle  à  A.  D*où  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  tangente  A  à  l'hypercjcle  H,  que 
par  le  foyer  F  de  la  courbe  on  incne  une  parallèle  à  A, 
et  (jue  l'on  prenne  son  point  de  rencontre  a  avec  la  bis- 
sectrice des  semi-droites  Aet  1'^  ijuedupoint  a  on  abaisse 
ensuite  une  perpendiculaire  de  la  tangente  A  ^  le  pied  a 
de  cette  perpendiculaire  est  le  point  de  contact  de  A  avec 
la  courbe. 

6.  La  semi-droite  A  est  tangente  à  la  courbe.  Suppo- 
sons en  ellet  {/ig'  2)  l'Uypercycle  défini  par  la  semi- 
droite  A  et  une  tangente  quelconque  A.  Soit  coco' la  bissec- 
trice des  demi-droites  A  et  A;  abaissons  du  point  F  une 
perpendiculaire  ¥p  sur  wco',  puis,  du  point  p^  une  per- 
pendiculaire /7  0  sur  A.  Si  nous  imaginons  une  semi- 
droite  A'  infiniment  voisine  de  A  et  passant  par  le  point 
r/,  la  bissectrice  de  A  et  de  A  est  la  droite  tsnù',  le  centre 
du  cycle  tangent  à  A,  A  et  A'  est  évidemment  le  point  p 
et,  comme  p¥  est  perpendiculaire  à  /7w,  ;il  résulte  du 
tliéorè.ne  I  que  A'  (et  par  suite  A  )  est  tangsnte  à  l'Iiypar- 
cycle  ;  son  point  de  contact  est  le  point  A. 

•le  dirai  que  A  est  la  tangente  principale  de  la  courbe. 

Dans  la  démonstration  précédente,  A  est  une  tangente 
quelconque  de  l'Iiypercycle  ;  lorsque  cette  tangente  varie, 
on  voit  que  la  bissectrice  ww'  enveloppe  une  parabole  II 
ayant  F  pour  foyer,  et  po  pour  tangente  au  sommet: 
Mîla  résulte  imuiédiatement  de  ce  que  Tangle  Vpto  est 


( 


un  angle  droit. 


Il  est  aisé  de  voir  que  la  droite  wo)'  touche  la  parabole  H 
au  point  a;  de  ce  pr»int,  comme  centre,  décrivons  un 
cycle  touchant  à  la  fois  A  et  A  ;  son  enveloppe,  lorsque  A 
se  déplace  tangenliellement  à  l'hypercycle,  et  que  le 
point  a  décrira  la  parabole  11,  se  compose  de  la  semi- 


{  ai   ) 
droite  A  et  de  Thypercycle  H  :  ou  peut  doue  dire  cjue  le 
lieu  des  centres  des  cycles,  f/ ai  touchent  l'hypercycle  et 
la  tangente  fondamentale  A,  est  la  parabole  II. 
En  d'autres  termes  : 

IJ  hyper  cycle  H  estune  anticaustique  (  *  )  par  réflexion 
de  la  parabole  II,  les  rayons  incidents  étant  perpendi- 
culaires  à  Vaxe  de  cette  parabole. 

Remarque.  —  On  voit  que  la  parabole  II  est  le  lieu 
des  points  a;  il  en  résulte  que  la  parabole  II  est  le  lieu 
des  projections  du  foyer  F  sur  les  normales  à  V hyper ^ 
cycle, 

7.  Tangentes  que  Von  peut  mener  à  la  courbe  par 
un  point  situé  sur  une  tangente  donnée. 

Soient  un  hypercycle  H  défini  par  son  foyer  F,  sa  tan- 
gente principale  A  et  une  tangente  quelconque  A;  soit, 
déplus,  tùiJ  la  bissectrice  des  semi-droites  A  et  A.  Etant 
pris  sur  A  un  point  quelconque  M,  si  nous  imaginons 
une  tangente  quelconque  menée  de  ce  point  à  la  courbe, 
il  suit  du  théorème  I  que,  du  centre  du  cycle  inscrit 
dans  cette  tangente,  A  et  A,  on  doit  voir  sous  un  angle 
droit  le  segment  MF.  Soit  MF  comme  diamètre  décri- 
vant un  cercle,  et  soient  a,  ^  les  points  où  ce  cercle 
coupe  la  bissectrice  o)w'^  il  est  clair,  d*après  ce  qui  pré- 
cède^ que  les  tangentes  que,  du  point  M,  on  peut 
mener  à  la  courbe  (et  qui  sont  distinctes  de  A),  sont  les 
antisymétriques  de  A  relativement  aux  droites  Ma  et 
M?. 

Remarque  I.  —  11  résulte  de  la  construction  précé- 
dente que  par  chaque  point  du  plan  passent  trois  tan- 

(*)  Dans  la  suite  de  celle  Noie,  chaque  fois  que  je  parlerai  d'une 
anlicausliquc,  sans  rien  menlionner  de  plus,  je  supposerai  expres- 
sément que  les  rayons  incidents  sont  parallèles. 
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geiites  à  la  courbe  :  Thypercycle  est  doue  une  courbe  de  la 
troisième  classe. 

Remarque  II,  —  Par  le  foyer  F,  menons  une  droite 
qui  soit  parallèle  à  la  bissectrice  cocj'  et  qui  rencontre  A 
au  point  p\  sohr/  le  point  symétrique  p  relativement 
au  point  eu,  intersection  de  A  et  de  A.  Si,  sur  qF  comme 
diamètre,  nous  décrivons  un  cercle  rencontrant  la  bis- 
sectrice (00)'  aux  points  a  et  ^,  le  centre  de  ce  cercle  est 
évidemment  sur  cette  bissectrice;  l'angle  a^jJ  est  par 
conséquent  droit,  et  les  deux  tangentes,  que  du  point  y 
on  peut  mener  à  Thypercycle  (indépendamment  de  la 
tangente  A),  son t  des  semi-droites  opposées  :  cela  résulte 
immédiatement  de  la  construction  donnée  ci-dessus. 

Ces  deux  tangentes  sont  distinctes,  ainsi  que  leurs 
points  de  contact;  la  droite  qui  correspond  à  ces  deux 
semi-droites  opposées  est  donc  une  tangente  double  de 
la  courbe;  mais  elle  doit  être  considérée  comme  une 
tangente  double  apparente  (  *  ). 

L'hypercycle,  étant  de  la  troisième  classe  et  ayant  une 
tangente  double,  est  du  quatrième  degré. 

Remarque  III.  —  Supposons  que  le  cercle  décrit  sur 
MF  comme  diamètre  soit  tangent  à  la  bissectrice  ww'; 
les  points  a  et  j3  étant  confondus,  il  en  est  de  morne  des 


(*)  Au  poinl  de  vue  où  nous  sommes  placés  ici,  une  scmi-droilc 
est  tangente  double  d'une  courbe,  si,  en  deux  de  ses  points,  elle  a 
même  direction  que  celte  courbe;  c'est  alors  une  tangente  double 
effective.  Mais,  si  une  droite  est  telle,  qu'en  la  prenant  d'abord  dans 
un  sens  déterminé  elle  touche  la  courbe  et  qu'elle  la  touche  encore 
en  la  prenant  dans  le  sens  inverse,  on  a  une  tangente  double  ap- 
parente. 

Lorsqu'on  effectue  une  transformation  par  directions  réciproques, 
une   tangente   double    effective    a    pour    transformée   une    tanpenlc 
double  effective,    tandis  qu'une  tangente  double  apparente  (qui  ré- 
sulte de  la   superposition  de  deux  tangentes  opposées)  a  pour  trans 
formées  deux  tangentes  ordinaires  distinctes 
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droites  Mx  et  M^^  par  suite,  les  tangentes  menées  du 
point  M  à  la  courbe  (et  distinctes  de  Â)  sont  confondues. 
Le  point  M  est  donc  situé  sur  la  courbe*,  d'où  la  conclu- 
sion suivante  : 

Soit  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
Joyer  F  sur  la  tangente  A  ^  par  les  deux  points  F  e^  P 
on  peut  mener  deux  cercles  tangents  à  la  bissectrice 
de  K  et  de  la  tangente  fondamentale,  les  points  oii  ces 
cercles  coupent  A  sont  les  deux  points  [distincts  du 
point  de  contact)  oii  cette  tangente  coupe  l'hyper- 
cycle. 

8.  Tangente  parallèle  à  une  semi-droite  donnée  — 
L'hypcrcycle  étant  défini  comme  précédemment  par  son 
foyer  F,  la  tangente  fondamentale  A  et  une  tangente 
quelconque  A ,  proposons-nous  de  mener  à  cette  courbe 
une  tangente  parallèle  à  une  semi-droite  donnée  1). 

Construisons  h  cet  effet  la  bissectrice  (D,  A)  (*)  et 
menons  par  le  foyer  F  une  perpendiculaire  à  (P,  A)  ; 
par  le  point  ^,  où  cette  perpendiculaire  coupe  la  bissec- 
trice (A,  A),  menons  une  parallèle  à  (D,  A)  rencontrant 
au  point  a  la  tangente  A.  Il  résulte  du  théorème  1  que 
Fa ntisy métrique  de  A  relativement  à  la  droite  a^  est  une 
taugcnte  à  la  courbe  qui  est  évidemment  parallèle  à  la 
senii -droite  donnée  D. 

On  peut  donc  mener,  une  tangente  et  une  seule,  qui 
soit  parallèle  à  une  semi-droite  donnée  ;  comme  on  peut 
mener  également  une  tangente  parallèle  à  la  semi-droite 
opposée,  il  eu  résulte  que,  par  un  point  siiué  à  l'inûui, 
on  peut  généralement  mener  deux  tangentes  à  la  courbe. 


(*)  Ici  et  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  je  désigne,  pour  abréper, 
par  la  notation  (P,  Q)  la  bissectrice  de  deux  semi-droites  données 
I*  et  <  ). 
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La  courbe  étant  de  troisième  classe,  ou  voit  qu'elle  est 
nécessairement  tangente  à  la  droite  de  l'infini. 

Deux  cas  particuliers  sont  à  remarquer  :  si  la  droite 
donnée  est  antiparallèle  à  A,  les  bissectrices  (D,  A)  sont 
(A,  A)  perpendiculaires,  et  le  point  p  est  répété  à  Tin- 
fini.  La  tangente  antiparallèle  à  A  étant  rejetée  à  l'in- 
fini, on  voit  que  le  point  de  contact  de  l'hypercycle  avec 
la  droite  de  l'infini  est  sur  A;  en  d'autres  termes  : 

La  tangente  principale  est  la  tangente  que  Von  peut 
mener  à  la  courbe  poj*  le  point  oii  elle  touche  la  droite 
de  l'infini. 

Considérons,  en  second  lieu,  le  cas  où  D  est  une  di- 
rection isotrope;  je  ferai  remarquer  à  ce  sujet  qu'ji^i/? 
semi'droite  isotrope  doit  être  considérée  comme  se 
confondant  as^ec  son  opposée  (  ^  ). 

Si  donc  on  considère  un  des  ombilics  du  plan  (c'est- 
à-dire  des  deux  points  imaginaires  communs  à  tous  les 
cercles  du  plan),  on  voit  que  parce  plan  on  ne  peut 
mener  à  la  courbe  qu'une  tangente  distincte  de  la  droite 
de  l'infini  :  d'bù  il  résulte  que  ce  point  est  situé  sur  la 
courbe. 

L'Iiypercyclc  est  donc  une  courbe  de  la  troisième 
classe  et  du  quatrième  degré,  tangente  à  la  droite  de  l'in- 
fini et  passant  par  les  ombilics.  Elle  a  un  seul  foyer, 
qui  est  un  foyer  singulier;  la  construction  donnée  ci- 
dessus  montre  aisément  que  ce  foyer  est  le  point  F  (2). 

Réciproquement,  toute  courbe  de  la  troisième  classe 
et  du  quatrième  degré  qui  touche  la  droite  de  l'infini  et 
passe  par  les  ombilics  du  plan  est  un  hypercycle. 

(')  On  voit  qu'il  n'y  a  pas  besoin  de  distinguer  le  sens  dans  lequel 
est  décrite  une  droite  isotrope  ;  ainsi  droite  isotrope  et  semi-droite 
isotrope  ont  exactement  la  même  signifîcation. 

(')  Il  suffit  de  remarquer  que  la  bissectrice  d'une  scmi-droilc 
donnée  et  d'une  droite  isotrope  est  celle  droite  isotrope  cllc-mi^nie. 
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9.  Voici  oucore  une  conséquence  de  la  construction 
donnée  ci-dessus.  Une  tangente  A  étant  donnée,  cher- 
chons à  déterminer  la  tangente  A'  parallèle  à  la  direc- 
tion opposée.  La  bissectrice  (A,  A')  est  une  droite  pa- 
rallèle à  A,  et  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur 
cette  droite  rencontre  la  bissectrice  (oco'  au  point  M 
[fig*  2)  :  d'où  il  résulte  que  A'  est  Tantisyinétrique  A 
par  rapport  à  la  droite  MN  menée  par  le  point  M  paraL- 
Iclemcnt  à  A. 

Or  Tenveloppe  de  celte  droite  est  aisée  à  trouver  \  Tan- 
gle  MF  a  étant  droit,  le  point  M  décrit  la  directrice  de  la 
parabole  II,  et  Tangle  NMF  étant  également  droit,  MN 
enveloppe  une  parabole  II',  qui  a  pour  foyer  F  et  pour 
tangente  au  sommet  la  directrice  MR  de  la  parabole  II. 

Je  ferai  remarquer  que  la  droite  RS,  menée  par  le 
point  R  perpendiculairement  à  RF,  est  la  tangente 
double  de  la  courbe. 

10.  L'hypercycle  étant  défini  comme  enveloppe  d'une 
semi-droite  mobile  est,  comme  le  cycle  une  courbe  de 
direction^  je  veux  dire  parla  qu'en  chacun  de  ses  points 
la  tangente  est  déterminée  de  position  et  de  direction. 

Considérons  un  cycle  C  et  le  cercle  K  déterminé  par 
ce  cycle;  le  cercle  K  étant  de  seconde  classe  et  l'hyper- 
cycle  de  la  troisième,  ces  deux  courbes  ont  en  commun 
six  tangentes  dont  la  direction  est  déterminée,  puis- 
qu'elles touchent  l'hypercycle.  De  ces  six  semi -droites, 
trois  seulement  sont  tangentes  à  C,  les  autres  étant  tan- 
gentes au  cycle  opposé. 

Ainsi,  un  cycle  et  un  hypercycle  ont  trois  tangentes 
communes. 

H.  Détermination  des  tangentes  communes  à  un 
cycle  qui  touche  une  tangente  à  l'/ij/wrcjcle. —  Consi- 
dérons un  cycle  C  qui  louche  une  (angente  A  ;i  Tliypcr- 
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cycle ^  il  a  en  cointnuii,  avec  cette  courbe,  deux  antres 
,  tangentes  que  Ton  peut  détennîner  par  la  règle  et  le 

i  compas. 

A  cet  effet,  A  désignant  la  tangente  principale  de  la 
courbe,  F  son  foyer  et  ww'  la  bissectrice  (A,  D),  appe- 
lons O  le  centre  du  cycle  donné,  et  qui  est  ainsi  bien 
défini;  sur  OF  comme  diamètre,  décrivons  un  cercle  K 
.  qui  coupe  oxo'aux  points  y  et  o;  joignons  Oa  etOp,  et 

I  soient  ^  et  o'  les  points  où  ces  droites   rencontrent  la 

tangente  A. 
j  Cela  posé,  on   vériGera  facilement  que  les  tangentes 

I  menées  des  points  a'  et  p'  au  cycle  C  sont  les  tangentes 

clierché(îs. 

12.  Construction  du  cycle  osculateur  en  un  point 
donné,  — So\t{  fi  g.  2)  k  construire  le  cycle  osculateur 

I  au  point  a  où    la  tangente   A  touche  la  courbe.  Si  le 

1  cycle  C  est  osculateur,  les  points  •/  et  0'  doivent  se  con- 

fondre avec  le  point  «,  et  par  conséquent  les  points  y 
et  0  avec  le  point  a.  Le  cercle  K  touche  dcmc  la  bîssec- 
.  trice  (0(i>'  au  point  a,  et  son  centre  est  déterminé,  puis- 

qu'il est,  en  outre,  sur  la  droite  élevée  par  le  milieu  du 
segment  Fa  perpendiculaire  à  ce  segment. 
De  là  la  construction  simple  suivante  :  . 

Yp  étant  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  F  sur 
la  bissectrice  tow',  déterminons  le  point  q  sj  niétric/ue 
de  p  par  rapport  à  a  et  au  point  r/,  menons  une  droite 
'■  perpendiculaire  à  tocj'  :  le  point  O  oii  cette  droite  ren- 

contre la  normale  est  le  centre  du  cj  de  osculateur  de 
la  courbe  au  point  a. 

13.  Lieu  des  centres  des  cj  des  qui  touchent  Vby- 
percyde  et  une  tangente  donnée  de  cette  courbe.  — 
En  conservant  les  mûmes  notations  que  ci-dessus,  sup- 
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posons  que  le  cycle  qui  a  pour  cenlre  le  point  O  soit 
tangent  à  Phypercycle-,  les  deux  points  y'  et  o'  seront 
alors  confondus,  ainsi  que  les  points  y,  o.  Le  cercle  décrit 
sur  OF  comme  diamètre  touche  donc  wco';  son  centre  O', 
étant  également  distant  du  point  F  et  de  coo)',  décrit  une 
parabole  ayant  F  pour  foyer  et  o>to'  comme  directrice,  et, 
par  suite,  le  centre  O  décrit  une  parabole  P  ayant  F 
pour  foyer  et  coco'  pour  tangente  au  sommet. 

La  même  proposition  peut  s'énoncer  de  la  façon  sui- 
vante : 

L'hypercycle  est  une  anticaustique  de  la  parabole  P, 
les  rayons  incidents  étant  perpendiculaires  à  la  tan- 
gente A. 

Un  hypercycle  peut  être  ainsi  considéré  d'une  inGnité 
de  façons  comme  une  anticaustique  de  parabole  ;  toutes 
les  paraboles  qui  correspondent  à  ce  mode  de  génération 
sont  homofocales,  et  leurs  tangentes  au  sommet  envelop- 
pent la  parabole  II. 

14.  H  résulte  également  de  là  le  théorème  suivant, 
qui  exprime  une  propriété  de  six  semi-droites  quel- 
conques tangentes  à  un  même  hypercycle  : 

Théorème  II.  —  Si  six  semi-droites  Aï,  A 2,  A3,  A4, 
A5  et  \^  sont  tangentes  à  un  viéme  Jijparcycle,  les 
cinq  bissectrices  (  A, ,  Aj ) ,  ( A, ,  A3  ),  (A, ,  A»  ),  ( A, ,  A3  ) 
et  (A,,  Afi)  sont  tangentes  à  une  même  parabole. 

Le  foyer  de  cette  parabole  est  le  foyer  de  V  hyper- 
cycle, 

15.  Comme  je  Tai  dit  plus  haut,  Thypercycle  est  une 
courbe  de  direction  ;  en  d'autres  termes,  en  chaque  point 
de  cette  courbe,  la  tangente  est  déterminée  non  seule- 
ment en  position,  mais  encore  en  direction.  Il  en  est  de 
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même  du  cycle  ^  mais  une  courbe  algébrique,  prise  au 
hasard,  ii*est  pas  une  courbe  de  direction. 

Etant  donnée  une  courbe  algébrique  K  de  classe  », 
si,  eu  la  supposant  décrite  dans  un  certain  sens,  on  peut 
la  transformer  en  une  courbe  de  direction  Ko,  il  faut 
que,  étant  donné  un  cycle  quelconque  C^  des  2  n  tangentes 
communes  à  K  et  à  C,  /i  soient  seulement  des  tangentes 
effectives  à  K^,  les  71  autres  étant  des  tangentes  appa- 
rentes. 

De  là  résulte  que  Téquatiou  qui  détermine  les  tan- 
gentes communes  à  K  et  à  C  doit,  par  l'extraction  d'une 
simple  racine  carrée,  se  ramener  à  la  résolution  des 
deux  équations  du  degré  n\  et,  comme  (en  coordonnées 
rectangulaires)  l'équation  tangentielle  d'un  cercle  quel- 
conque est 

il  en  résulte  que  l'équation  tangentielle  la  plus  générale 
d'une  courbe  de  direction  est  de  la  forme 

F  et  4»  désignant  deux  fonctions  rationnelles  de  u  et 
de  V. 

16.  Lorsque  l'équation  d'une  courbe  algébrique  K 
du  degré  n  n'est  pas  de  la  forme  que  je  viens  d'indi- 
quer (telle  est,  par  exemple,  une  conique  quelconque  dif- 
férente du  cercle),  pour  la  transformer  en  une  courbe 
de  direction,  il  faut  la  considérer  comme  double,  et 
comme  le  résultat  de  la  superposition  de  deux  courbes 
opposées  qui  sont  l'enveloppe  d'un  cycle  de  rayon  infi- 
niment petit  dont  le  centre  décrit  la  courbe  K. 

Une  telle  courbe  doit  être  considérée  comme  double; 
en  chacun  de  ses  points  on  peut  mener  deux  tangentes 
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(|ui  sont  des  se  m  wl  roi  tes  opposées,  et^  au  point  de  vue 
où  nous  sommes  placés,  elle  est  de  la  classe  271. 

17.  Étant  données  une  courbe  algébrique  quelcon- 
que K  et  une  semi -droite  A,  considérons  les  cycles  qui, 
ayant  leur  centre  sur  K,  sont  tangents  à  A^  ils  envelop- 
pent évidemment  une  courbe  de  direction  G,  qui  est 
une  anticaustique  de  K,  les  rayons  incidents  étant  per- 
pendiculaires à  A. 

Ainsi  toute  anticaustique  d*une  courbe  algébrique  est 
une  courbe  de  dirtiction;  réciproquement,  étant  donnée 
une  courbe  de  direction  quelconque  G,  elle  est  une  an- 
ticaustique d'une  infinité  de  courbes  algébriques  que 
Ton  déterminera  de  la  façon  suivante. 

Ktant  prises  arbitrairement  une  semi-droite  A  et  une 
tangente  quelconque  T  à  la  courbe  G,  que  Ton  con- 
struise la  bissectrice  (T,  A)*,  lorsque  T  se  déplace  tan- 
gentîellement  à  G,  la  droite  (T,  A)  enveloppe  une  courbe 
algébrique  K,  qui  est  le  lieu  des  centres  des  cycles  qui 
touchent  à  la  fois  A  et  la  courbe  G. 

Si  la  courbe  G  est  une  courbe  double,  en  chaque 
point  INl  de  cette  courbe,  on  peut  mener  deux  tangente^ 
opposées,  et  si  N  désigne  le  point  où  elles  rencontrent  A, 
par  N  passent  deuv  bissectrices  rectangulaires  entre  elles, 
dont  Tenveloppe  est  la  courbe  K. 

Dans  ce  cas,  l'enveloppe  des  cycles  tangents  à  A  et 
ayant  leur  centre  sur  K  est  la  courbe  double  G,  chaque 
point  M  de  G  étant  le  point  de  contact  de  deux  cycles 
tangents  à  A  et  ayant  leur  centre  sur  K^  ou,  si  Ton 
veut  encore,  chaque  point  de  G  étant  situé  sur  deux 
rayons  réfléchis  sur  K. 

18.  On  peut  encore  énoncer  les  résultats  qui  précè- 
dent sous  la  forme  suîvanUî  :  G  désignant  une   courbe 
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algébrique,  traçons  dans  le  pian  une  droite  arbitraire  D, 
menons  une  langerfto  T  à  G  et  construisons  les  deux 
bissectrices  rectangulaires  des  droites  T  et  D;  cela 
posé,  lorque  T  se  déplace  tangent! ellement  à  la  courbe, 
i  ces  bissectrices  enveloppent  une  autre  courbe.  Si  cette 

I  dernière  courbe  se  décompose  en  deux  autres,  on  peut 

i  transformer  la   courbe  G  en  une   courbe  de   direction 

;  en  donnant  en   chacun  de  ses  points   une   direction  à 

■  la  tangente.  On  relrouveraît  ainsi  la  condition  analy- 

tique que  j'ai  donnée  plus  haut,  à  savoir  que  Téquation 
en  coordonnées  tangentiellcs  d'une  courbe  de  direction 
est  de  la  forme  F-(«,  t')  =  (u^-f-  v^)  ^^(a,  y). 

Les  courbes  parallèles  à  une  courbe  de  direction  et  Ten- 
veloppe  de  ses  normales  sont  également  des  courbes  de 
direction;  il  en  est  de  même  des  caustiques  parréllexion 
des  courbes  algébriques,  les  rayons  incidents  étant  pa- 
rallèles. 


I 

I 


19.  Considérons  une  courbe  de  direction  G  qui  est 
renvcloppe  des  cycles  dont  les  centres  décrivent  la 
courbe  K,  tandis  qu'ils  demeurent  tangents  à  une  semi- 
droite  A. 

Elïectuons  une  transformation  par  senii -droites  réci- 
proques; soient  Go  la  transformée  de  G,  et  Ao  la  semi- 
droite  transformée  de  A.  Go  peut  être  considéré  comme 
l'enveloppe  de  cycles  tangents  à  A©,  et  dont  les  centres 
parcourent  une  r'ourbe  K©. 

H  est  aisé  d'établir  que  Kq  est  une  transformée  homo- 
graphique  de  R,  la  transformation  étant  de  telle  nature 
que  la  droite  de  l'inlinî  se  correspond  à  elle-même. 

Prenons  en  effet  pour  axe  des  jc  l'axe  de  la  transfor- 
mation, et  pour  axe  des  j  une  droite  peiiicndiculaire. 
^  Soient  .r,  7'  les  coordonnées  du  centre  d'un  cycle  tangent 
à  A  cl  à  (t,  et  /•  son  rayon;  soient  X,  Y  les  coordonnées 


(  3'    ) 
du  corcKî  transfonné  el  II  son  rayon.  On  aura  les  for- 
mules suivantes  (  *  )  : 

Yizzj:,     Y^v-a(R  — r),     Y -f- v  —  -  (R -f- /•); 

en  éliminant  R  entre  les  deux  dernières  relations,  il 
vient 

Si  maintenant  cm  remarque  que  le  cercle  de  rayon  r 
demeure  tangent  à  une  serai-droile  fixe  du  plan,  on  voit 
que,  en  grandeur  et  en  signe,  r  est  exprimé  par  une 
fonction  linéaire  de  x  et  de  j. 

On  a  donc  une  relation  de  la  forme 

Yz=:A^-f-Bj-|-C, 

où  A,  B,  C  désignent  des  constantes,  et  cette  formule, 
jointe  à  la  formule  X  =  x,  démontre  la  proposition 
énoncée. 

Une  transformation  liomographique,  qui  conserve  la 
droite  de  Tinfinî,  transformant  une  conique  en  conique 
et  une  parabole  en  parabole,  il  en  résulte  qu'une  anti- 
caustique  de  conique  se  transforme,  par  une  transfor- 
mation par  directions  réciproques,  en  une  anticaustique 
de  conique,  et  qu'un  liypercycle  (qui  est  une  anticaus- 
ti(|ue  de  parabole  )  a  pour  transformée  un  autre  liyper- 
cycle(2). 

(•)  Voir  le  Traité  de  Géométrie,  de  MM.  Rouché  el  de  Combe- 
pousse,  5*  édition,  p.  2;o,  et  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
3'  série,  t.  I,  p.  55o. 

(^)  Sur  ce  point  et  sur  d'autres  propriétés  de  l'hypercyclc,  voir 
ma  Note  Sur  les  hypercycles,  insérée  dans  les  Comptes  rendus  des 
séances  de  V Académie  des  Sciences,  séances  des  20  et  37  mars,  3,  10 
et  2|  avril  i88>. 
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20.    Un  hyper  cycle  est  dckermlné  quand  on  se  donne 
cinq  de  ses  tangentes .  —  Cinq  tangentes  A,  B,  C,  D,  E 
étant  en  effet  données,  que  Ton  construise,  par  exemple, 
.  les  quatre  bissectrices  (A.,  B),  (A,  C),  (A,  D),  (A,  E), 

1  et  la  parabole  P  tangente  à  ces  quatre  droites;   il  est 

clair,  d'après  ce  qui  précède,  que  riiypercycle  est  Tcn- 
veloppe  des  cycjes  qui  touchent  A,  et  dont  le  centre  dé- 
crit P;  son  foyer  est  du  reste  le  foyer  de  P. 

La  proposition  précédente  siguiiie  qu'il  y  existe  un 
:  seul   liypercycle    toucliant  cinq   semi-droites  données, 

i  mais  il  y  existe  seize  liypercycles  touchant  cinq  droites 

•  données.  Ayant  en  effet  attribué  un  sens  arbitraire  à 

Tune  des  droites  pour  la  transformée  en  semi-droites, 
!  on  peut  attribuer  à  chacune  des  quatre  autres  un  sens 

arbitraire,  ce  qui  donne  lieu  à  seize  combinaisons  diffé- 
rentes. 


ï 


21 .  Indépendamment  de  la  droite  de  Vinjini,  deux 
hypercycles  quelconques  H  et  W  ont  quatre  tangentes 
communes, —  Soient,  en  effet,  Ho  la  courbe  H' considérée 

j  indépendamment  de  son  sens;  Ho  et  H,  étant  toutes  les 

I  deux  de  troisième  classe,  ont  ncmf  tangentes  communes. 

•  Abstraction  faite  de  la  droite  de  Tinlini,  il  en  reste  huit 

t  autres  qui  sont  tangentes  soit  à  H,  soit  à  la  courbe  H| 

I  opposée  à  H.  Deux  hypercycles  ne  peuvent  d'ailleurs, 

;  d'après  le  théorème  précédent,  avoir  plus  de  quatre  tan- 

gentes   communes;    des    huit    tangentes    considérées, 
3  quatre  sont  donc  tangentes  à  H  et  quatre  tangentes  à  H|, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

22.  Faisceaux  d^ hypercycles.  —  Je  dirai  que  Ten- 
semble  des  hypercycles  qui  touchent  quatre  semi-droites 
données  constitue  un  faisceau. 

Il  est  clair,  d'après  ce  qui  précède,  que,   parmi  les 
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hypercycles  d'un  faisceau,  il  n'y  en  a  qu'un  qui  touche 
une  semî-droîle  donnée  ;  on  prouvera  facilement  qu'il  y 
en  a  quatre  qui  passent  par  un  point  donné. 

Le  lieu  des  foyers  des  hypercycles  du  faisceau  déter- 
miné par  quatre  semi-droites  données  A,  B,  C,  D  est  le 
cercle  qui  contient  (lemme  I  )  les  centres  des  cycles  in- 
scrits dans  les  triangles  que  Ton  détermine  en  considé- 
rant trois  à  trois  les  semi-droites  données. 

Considérons  en  effet  les  bissectrices  (A,  B),  (A,  C) 
et  (A,  D)^  on  voit  que  les  foyers  des  hypercycles  du 
faisceau  sont  les  foyers  des  paraboles  tangentes  à  ces  trois 
droites;  or,  d'après  uiî  théorème  connu,  le  lieu  de  ces 
foyers  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces 
droites,  d'où  la  proposition  énoncée. 

23.  Hypercycles  exceptionnels, — Un  points/  à  l'infini 
étant  défini  par  un  système  (D)  de  semi-droites  paral- 
lèles entre  elles,  on  peut  considérer  l'ensemble  dupointrf 
et  d'un  cycle  quelconque  C  comme  constituant  un  hy- 
percycle.  Les  tangentes  que  Ton  peut,  d'un  point  quel- 
conque M  du  plan,  mener  à  cet  hypercycle  exceptionnel 
se  composent  des  tangentes  menées  du  point  M  au  cycle 
et  de  la  semi-droite  menée  par  M  parallèlement  au  sys- 
tème (D). 

Étant  donné  un  tel  hypercycle  exceptionnel  (rf,  C),  si 
Ton  mène  à  C  une  tangente  antiparallèle  au  sys- 
tème (D)  (  *  ),  cette  tangente  est  la  tangente  principale  du 
cycle  exceptionnel,  et  la  droite  correspondante  en  est  la 
tangente  double. 

C'est  ce  que  l'on  verra  facilement  sur  ïa,  fig,  2,  eu 


C)  Je  rappellerai  que  deux  semi-droilcs  sont  dites  antiparallèles 
lorsque,  les  droites  qu'elles  déterminent  étant  parallèles,  elles  sont 
dirigées  en  sens  inverse. 
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supposant  que  lo  loyer  F  se  rapproche  indéiiniment  de 
la  bissectrice  (W  et  vient  se  placer  sur  cette  droite,  au- 
quel cas  riiypercycle  se  réduit  à  un  cycle  et  à  uu  point 
à  riniini. 

24.  Un  faisceau  déterminé  par  quatre  semi -droites  A, 
B,  Cy  D  renferme  quatre  cycles  exceptionnels,  à  savoir  : 

Celui  qui  est  déterminé  par  le  cycle  inscrit  dans  A, 
B,  C  et  le  point  à  TinGni  sur  D,  celui  qui  est  déterminé 
par  le  cycle  inscrit  dans  B,  C,  D  et  lé  point  situé  à  Tin- 
fini  sur  A,  celui  qui  est  déterminé  par  le  cycle  inscrit 
dans  C,  D,  A  et  le  point  situé  à  l'infini  sur  B,  et  enfin 
celui  qui  est  déterminé  par  le  cycle  inscrit  dans  D,  A,  B 
et  le  point  à  Tinfini  sur  C. 

La  considération  de  ces  cycles  exceptionnels  est  d'une 
grande  importance  dans  la  théorie  des  faisceaux  d'hy- 
percycles,  théorie  sur  laquelle  j'aurai  occasion  de  re- 
venir. 


NOTE  SUR  LES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PAR- 
TIELLES, A  DEUX  VARIABLES  INDÉPENDANTES,  DU 
DEUXIÈME  ET  DU  TROISIÈME  ORDRE  ; 

Par  m.  a.  PIGART. 


1 .  Laplace  a  donné  une  méthode,  qu'on  pourrait  ap- 
peler méthode />ar  ca^ca^e5,  pour  intégrer  les  équations 
linéaires  du  deuxième  ordre  ramenées  préalablement  à 
la  forme 

S-hP/?4-Q7=3V. 

Legendrc  a  montré  ensuite  qu'on  pourrait  appliquer 


(  -^5  ) 
directement  la  mélliode  à  Téquation  complète 

Rr  4-  S5  -H  T^  -H  Vp  -\-Qq  —  V. 

Mais  ses  formules  de  Iransformatiou  n'ont  été  obte- 
nues qu'après  coup  comme  extension  de  celles  de  La- 
place,  tandis  qu'on  peut  les  déduire  immédiatement  de 
Téquation  même  par  le  procédé  suivant. 

Nous  avions  cru  notre  méthode  complètement  nou- 
velle, mais,  en  parcourant  le  Chapitre  du  grand  Traité 
de  Lacroix,  relatif  aux  équations  diflérentielles  partielles, 
nous  avons  vu  que  Legendre,  voulant  généraliser  le  pro- 
cédé de  Laplace,  avait  déjà  été  conduit  à  la  même  trans- 
formation. Seulement  nous  croyons  pouvoir  ajouter, 
d'après  les  indications  de  Lacroix,  que  sa  méthode, 
basée  sur  une  identification,  et  par  conséquent  indirecte, 
diiïère  complètement  de  la  nôtre,  qui  tire  sa  transforma- 
tion en  quelque  sorte  du  fond  même  de  l'équation  diffé- 
rentielle. 

2.  Soit  l'équation  linéaire  du  deuxième  ordre  à  deux 
variables  indépendantes 

(  I  )  Rr  H-  Ss  -h  T^  -h  P/>  +  Q7  -f-  Zc  =  V. 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

\     aœ         dx  cly  ay         cLr 

(2)      {  ■  • 

a,  X,  [X  étant  trois  indéterminées. 
Posons 

(3)  ^  =  l  =  t^' 


(6) 


(7) 


{  36) 
Ces  éc|iiatIoiis  détermineront  a  et  }x;  A  seul  restera  in- 
déterminé; a  sera  donné  par  Téquation  du  deuxième 
degré 


(4) 


a«— Sa-hRTnzo, 


et  [X  sera  égal  à  kX;  quant  à  Ar,  sa  valeur  est  -  ou  — ^ — 

Introduisons  une  fonction  auxiliaire  X  définie  par 
Téquation 


(5) 


Rp  -H  «7  -h  X-S  =:  X, 


d'où  résulte,  en  vertu  de  l'équation  (3), 

(S  —  ol)p  4-  T^  -\-  iLZ=:  kX. 

Ces  deux  dernières  équations  donnent 

dR         doL 


dp 
dx 


dg 
dx 


dr^ 
dx 


dX 
dx 


R__^._^X^^___^__^__^, 


d\ 
dx 


dp 


dy  dy         dy         dy       dy  dy        " 


en 

dy 


d\t. 
^-d-y^' 


,dX 
dx 


Par  suite,  l'équation  (2)  devient 
,dX 


^y 


fx- 

dy 

a/ 

rf(S       a) 
dy 

P 

-h 

Q-lx 

d\ 

^      dx 

dR 
dx 

dx 

d^ 
dy 

-+-P-X 

dT 

+  Z 

V. 


Remplaçons  dans  cette  équation  [jl  par  k\  -—  par 

,  dk       ^  dk                                ,          X — %q  —  X;;     ^.    ,      , 
k-7--\-  ^-f*  et  p  par  sa  valeur  ^ )  tirée  de 


(37) 
Téquation  (5),  nous  obtiendrons 

dX.         dX       \  dA       Ih:'^       dy 


dx         dy       \_dy  K 

(8)  {         Va/dR     d(S-a)  \      d.      dT 


<i 


rX/^     d{S  —  a)  x^  — —  — A^— — X—     zl V 

LR\û^j;  dy  )      dx        dy        dy         | 

Egalons  à  o  le  coefficient  de  9,  nous  aurons 

(9)      ^- 5; ' 

ZL k 


et  l'équation  (8)  se  réduira  à  la  forme 

(,o)  ^_HA-^-,_MX-t-N-î=:V, 

en  posant 

rfR   ^  ^(S-g)       p  ^   ^ 

-,       dk      dx            dy 
(,,)  M  =  ^ , 

,      ,   -,       XrrfR       rf(S  — a)       „      .1      rfX        ,rf),       .rfX-      „ 

On  peut  simplifier  les  valeurs  de  \  M,  N.  Faisons 
R  =  I-,  ce  qui  suppose  que  le  terme  en  ;•  ne  manque  pas 
dans  Téquation  diflerentielle  (  i }  et  qu'on  a  divisé  tous 
les  termes  par  le  coefficient  de  r\  alors  k  est  égal  à  S  —  a 
et  T  à  a  (S —  a\  En  portant  ces  valeurs  de  T,  A"  et  R 


I 

I 
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dans  Jes  iuriiiules  (9),  (ii),  (la)?  ou  obtient 

(i3)  X  =  — % , 

(i4)  M  =  P-X, 

(i5)  X  =  Z-X(P-X)  +  ^+A-^. 

I  L'équation  diilërentielle  du  deuxième  ordre  se  trouve 

doue  ainsi  ramenée  aux  deux  équations  simultanées  du 

;  premier  ordre  (5)  et  (lo).  On  tirera  de  (lo)  la  valeur 

de  z  et  de  ses  dérivées  p^  q^  on  les  portera  dans  (5)  et 
on  aura  une  équation  du  deuxième  ordre  en  X  de  même 
forme  que  la  proposée. 

1  Si  dans  (  lo)  le  coefficient  de  z  est  nul,  c'est-à-dire  si 

.  N  =  o,  on  aura  à  intégrer  une  équation  du  premier  ordre 

en  X*,  et,  en  portant  dans  (5)  la  valeur  trouvée  de  X, 
on  aura  une  équation  du  premier  ordre  en  z. 

Lorsque  N  n'est  pas  nul,  on  peut  appliquer  à  l'équa- 
tion du  second  ordre  en  X  une  transformation  analogue  ^ 
et  de  même  que  l'équation  du  second  ordre  en  z  a  été 
remplacée  par  les  deux  équations  simultanées  du  premier 
ordre 

(^)  ~, h  a  -7-  -f-  A-C  =1  \  , 

dx  a  Y 

(10)  ^+A-^-^MX-+-N-  =  V, 

dx  a  Y 

dans  lesquelles  a  et  A'  sont  les  racines  de  l'équation 

(4)  a2  4-SaH-T  =  o, 

et  A,  M,  .\  oui  les  valeurs  (  i3  ),  (  i4  ),  (  i5  ),  on  rempla- 
cera ré(|ualioii  du  deuxième  ordre  en  \  par  les  deux 


(  h)  ) 

équations 

('7)  i^4-A-tl±.4-M'X'+N'Xn:V', 

'  ax  ci  Y 

dans  lesquelles  X',  M',  M'  ont  de  certaines  valeurs  dé- 
pendant de  celles  de  a,  A*,  X,  M,  N.  Lorsque  W  sera  nul, 
on  obtiendra  X'  en  intégrant  Téquatiou  du  premier 
ordre 

dx  dy 

l'intégration  de  l'équation  (16)  donnera  X,  et,  par 
suite,  on  aura  z  en  substituant  cette  valeur  de  X  dans 
l'équation  (10).  Si  N  n'est  pas  nul,  ou  Ibnuera  deux 
nouvelles  équations  simultanées 

dx  dy 

rlX"  dX" 

(19)      ^-t-*5r"^^'^'^^"^'='^'' 

dans  lesquelles  )/',  RF,  JN"'  ont  de  certaines  valeurs  dé- 
duites, suivant  une  loi  constante,  de  a,  h  et  des  quantités 
précédentes  V,  M',  JN'.  Lorsqu'en  continuant  ainsi  on 
tombera  sur  un  système  d^équations  simultanées  dans 
lequel  le  coeflGcient  IN^'^  sera  nul,  on  n'aura  qu'à  inté- 
grer deux  équations  du  premier  ordre  pour  obtenir,  par 
une  série  de  substitutions,  l'intégrale  de  l'équation  pro- 
posée, avec  deux  fonctions  arbitraires. 

3.  La  métliode  de  transformation  que  nous  venons 
de  développer  se  trouve  eu  défaut  quand  l'équation  (4), 
qui  donne  la  valeur  de  a,  a  ses  racines  égales,  c'csl-à-dinî 


I' 


(  -lo   ) 

quand  S*=4ï^r>  ^^^  ^^  "<^  P^^^  p'"^  disposer  de  A 
dans  l'oqualion  (8)  pour  faire  disparaître  le  terme  en  y, 
puisque  le  coefficient  de  >.,  2  a  —  S,  est  nul  dans  le  mul- 
tiplicateur de  f/. 

4.  On  peut  appliquer  la  même  méthode  à  l'équation 
liuéaii^  du  troisième  ordre 

(20)        Uw-hlUttf -h  WH-Wir4-  Rr 

-h  S  5  4- T  /  4- P/> -j- Q  (7 -h  Z  5  =  H , 

dans  laquelle  u,  ut,  f,  w  désignent  respectivement  ;x~5' 

d^  Z  (P  z       £pz 

,  ^,   y  j  J  1^  77^  •  Pour  cela,  on  mettra  cette  équation 
sous  la  forme  suivante 

(  2 1  )  {  .  âf/>  «//>  dq         dq         dr  dr 

dx         dy  dx         dy        dx         dy 

1      ^(R_X)r-}-(S-[x)5-i-(T— Y)^4-(P-e)/>+(Q  — ù))9-hZ5=H, 

a,  p,  )v,  |JL,  e,  y,  8,  o)  étant  des  indéterminées^  et  on 
posera 

avec  les  équations  de  condition 

io-W    _IL_  — _l__i_  — '^  —  iiZL!  —  1— ' 

d*où  résulte 

(24)   (  II'  —  a)/-  4-  (  V—  p)5  H-  W^-H  e/^  +  77  -i-  w^  =z  k\. 
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Si  l*oii  remplace  dans  cette  équation  s  par  k\  y  par 
A([jL  —  kX)  et  tù  par  À*0,  il  y  restera  trois  indëlerininées 
)v,  [JL  et  S^  et  l'on  pourra  eu  disposer  généralement  de 
manière  à  faire  disparaître  les  termes  en  s^t^  p.  On  aura 
ainsi  une  équation  de  la  forme 

Si  B  =  o,  on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  z  et 
de  ses  dérivées  du  premier  et  du  deuxième  ordre,  et,  en 
portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (22),  on  aura  une 
équation  linéaire  du  troisième  ordre  en  X.  Connaissant 
la  fonction  X,  on  aura  z  au  moyen  de  Téquation  (27). 

Si  B  et  C  sont  nuls,  on  aura  à  intégrer  une  équation 
de  premier  ordre  en  X,  et,  connaissant  X,  on  détermi- 
nera z  par  l'équation  du  deuxième  ordre  (  22  ). 

5.  Il  existe  une  classe  générale  d'équations  linéaires 
du  troisième  ordre  pour  lesquelles  l'équation  (  27)  man- 
que du  terme  en  q  ;  ce  sont  celles  qui  ne  renferment  pas, 
soit  V,  W,  ï,  soit  U,  tu,  R,  c'est-à-dire  les  termes  où 
la  fonction  z  est  diUérentiée  plus  d'une  fois,  soit  par 
rapport  à  j^,  soit  par  rapport  à  x.  En  effet,  lorsque 
V  =  W  =  T  =  o ,  par  exemple ,  les  équations  (  23  ) 
donnent  a  =  lU,  ^  =  o,  /:  =  o,  s  =  o,  y  ==  o,  oj  =  o  ^ 
par  suite,  dans  l'équation  (2()),  le  coefficient  de  t  est 
nul,  et,  eu  égalant  à  o  les  coefficients  de  5,  /;,  y,  on 
aura  trois  équations  pour  déterminer  \  jjl,  9,  savoir 


(28) 


dx 
dx 


d\i.  |x   /d\j 

dx  U  \dx 


') 


R-l-À   )_Qz=:0. 


(43) 

Le  système  d'équations  à  intégrer  sera  alors 

et  l'on  voit  que,  en  tirant  de  la  seconde  de  ces  équations 
la  valeur  de  z  pour  la  porter  dans  la  première,  on  aura 
une  équation  du  troisième  ordre  eu  X  de  même  forme 
que  la  proposée,  et  à  laquelle  on  pourra  appliquer  la 
même  transformation.  Nous  ne  développerons  pas  davan- 
tage cette  méthode,  qui  est  tout  à  fait  analogue  à  celle 
que  nous  avons  suivie  pour  l'intégration  de  Téquation 
linéaire  du  second  ordre. 


DÉMONSTRATION  ÉLÉMENTAIRE  DE  LA  FORMULE  DE  STIRLING; 

Par  m.  Ernest  GESARO. 


I.  Considérons  l'expression 


on  la  transforme  aisément  en 

1 
n      » 

d'où 

1 

1       /H-- 

(  I  )  I  .  2  .  3  .  .  .  W  =:  —  /*       *. 

?» 

II.  Calculons  cp„.  Nous  avons 

,  -3    '\       5  ,3       7  ,  \  m  -- 1  ,     n 

•?.     I         i     '}.        •>.    .1  1  n  —  I 


(  a  ) 


Or 


n 


2  I 


n  —  1        1  2/1  —  I        3  (2/1  —  i)'       5  (2/i  —  i)* 


a     •     •    * 


et,  par  suite. 


si  l'on  pose 


2/1  —  1  ,     n 


n  —  I 


««-1=- 


Donc 


3   (2/1  —  1)*  5   (2/1  —  1)* 


(2)    /o^=z/|  — |-h(|/,-hll,-h..  .-h  tfa_,)  — /l~-l  -|-S„     , 

III.  Afin  de  calculer  S/i_i,  étudions  la  série 


«I  H-  «î  -H  «a  •  •  • 


On  a 


"«-!< 


31  (2/1  — i)«  "^ 

4—  -  -1 

12  L/i  —  I      /i  j 


(2«  — l)* 


On  obtient,  par  addition, 

S«-,<— (i  — -)• 
1 2  \         n  / 

Donc  S„.i  tend  vers  une  limite  S,  .inférieure  à  —  Les 

12 

termes  étant  positifs,  on  a 


(3) 

On  obtient  de  même 


^n  -I  "^C  ^> 


b  —  S,|_  j  —  Un-+-  lfn-¥-l  -f-  •  .  •  <C 


19.  n 


rroiï 


('1) 


S«_ ,  >  S  -^ 


l'we 


(  45  ) 
Des  inégalités  (3)  et  (4)  il  résulte  que  Ton  peut  poser 

S„_i  =  S > 

0  étant  compris  entre  o  et  i . 

IV.  L'égalité  (  a  )  devient 

^         6 
/(p„  =  n  —  1-+-  S  - 


12  n 
On  en  conclut 

?» 

Substituant  dans  (i),  on  obtient 

1  _     j^ 
(5)  î.2,3..,n=Cn"^'^e  "■^"", 

C  étant  la  constante  e^  "  ^  à  déterminer. 
V.   Soit 

2244668  2/1 

^^'^^""7  3  3  5*5  7  7*"  rïï"=7' 
Une  transformation  facile  donne 

•^  «       L   I  .2.3.  .  .2/1  J 

Or,  d'après  la  formule  (  5  ), 

(i.2.3...«)»=C-/i*'*^»e  "'"*"^\ 

tn     i    -«n     — 
I  .2.3.  ..  2/1  =  0(2/1)         *e  **". 

Donc 

V  étant,  comme  0,  une  fraction  proprement  dite. 
Si  n  augmente  indéfiniment 

C' 

-4 


Un 


(40) 

Mais,  d'après  la  formule  de  Wallis, 


/(oo) 

2 

Par  c< 

anséqucnt  C  = 

=  \/2'rc. 

VI. 

Donc,  enfin, 

(6) 

1.3.3. 

. .  n  — ^2'izn. 

n'^e 

.n  + 

fin 

m 

SIR  L'EXISTENCE  DE  CERTAINS  POLYÈDRES^ 

Par  m.  Ernest  CESARO. 


Théorème.  —  //  ny  a  que  cinq  espèces  de  polyèdres 
dont  tous  les  angles  solides  ont  m  arêtes,  et  toutes  /-es 
faces  n  côtés. 

D'après  riiypothèse,  le  nombre  des  arêtes  serait  mS 
ou  «F;  niais  chaque  arête  est  comptée  deux  fois.  Le 
nombre  des  arêtes  est  donc 


d'où 


.  mS n¥ 

2  2    ' 


S=^A,     F=-A 
m  n 


En  remplaçant  dans  Téquation  d'Euler 

S-hF  =  A-h  2, 
on  obtient 

2m/i 


A=: 


2(m  -+-  «)  —  mn 
On  doit  avoir 

2(/w  -h  /i)  —  mn  >  o, 


(47  ) 
d'où 

m  <; 

n  —  2 

D'autre  part,  m^  a,  ce  qui  exige  que  Tonait ^3, 

d'où  n  <^6.  En  faisant  successivement  n  =3  3,  4)  ^t  ^^ 
trouve  wi<^  6,  4i  3|.  Nous  obtenons  ainsi  cinq  solutions 

W=::3,       «  =  3 
m  =:  3,      /l  =  4 

;n  =1  4>  /i  =  3 
(  m  =  3,  n  =  5 
j  /n  1=  5,     rt  =  3 

qui  correspondent  aux  polyèdres  suivants  : 

I.  Tétraèdre  à  faces  triangulaires  et 

angles  trièdres F=:4,       S  =  4»  A=i:6 

'    II.  Hexaèdre  à  faces  quadrangulaires 

j  et  angles  trièdres F  =  6,       S=8 

i  III.  Octaèdre  à  faces  triangulaires  et 

'  angles  tétraèdres F=i8,       S  =  6 

IV.  Dodécaèdre  à  faces  pentagonales  et 

angles  trièdres Fi=i2,     S=i20 

V.  Icosaèdre  à  faces  triangulaires  et 

angles  pentaèdres F  =  20,     S  =:  1 2 


RENARtUE  SUR  L  INTERSECTION  DE  DEUX  QUADRIQUES 

RÉGLÉES; 

Par  m.  Ernest  LEBON. 


Lorsque  deux  quadriques  réglées  ont  un  plan  prin- 
cipal  commun  P,  une  génératrice  commune  et  leurs  sec- 


(48) 

lions  par  un  autre  plan  principal  Q  homolhétiques^ 
leur  intersection  est  formée  de  deux  génératrices  et 
dhine  conique  parallèle  au  plan  Q. 

Remarquons  d'abord  que  les  deux  quadriques  ont  une 
seconde  génératrice  commune,  car  Tintersection  de 
deux  surfaces  ayant  un  plan  principal  commun  est  symé- 
trique par  rapport  à  ce  plan.  De  plus  les  deux  surfaces 
ayant  deux  génératrices  communes,  Icurinterseclion  est 
complétée  par  une  conique  C. 

Soit  M  un  point  de  la  conique  C.  Un  plan  Q',  parallèle 
jt  Q,  mené  par  le  point  M  coupe  les  deux  quadriques 
suivant  deux  coniques  ayant  cinq  points  communs  :  le 
point  M,  les  deux  points  où  le  plan  Q'  coupe  les  géné- 
ratrices communes  et  deux  points  à  l'infini.  Donc  ces 
deux  coniques  coïncident  et  le  plan  Q'  détermine  la 
conique  C. 

Exemple.  —  Trouver  les  projections  de  Tintersection 
d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un 
cylindre  ayant  deux  génératrices  communes  avec  l'iiy- 
perboloïde  et  dont  la  trace  horizontale  est  une  circon- 
férence. 


QUESTION. 


1430.  Résoudre  le  système  des  deux  équations 


sin^o:  y/i  —  sin"*  >'  =  rt, 
sin'*  V  \/i  —  sin"*  .r  =  /.>, 


et  donner  l'interprétation  géométrique  des  premiers 
membres  des  équations  que  l'on  obtient,  en  éliminant 
tour  à  tour  sinj'  et  sinx.  (Escauy.  ) 


(  49  ) 


THEORIE  KOUVELLE  DU  CALCUL  DES  VARIATIONS; 

Par  m.  a.  PIGART. 


1 .  Le  calcul  des  variations,  envisagé  dans  toute  son 
étendue,  a  pour  objet  la  solution  du  problème  général 
suivant  : 

Étant  donnée  l'intégrale 

du     du         \ 

du     d}u  dPu 

'  dxi  dx^         dx\ 

dPç  div 

dxl'        '      '  dxC 

dans  laquelle  u,  v^  w^  • .  •  sont  de  certaines  fonctions 
de  X| ,  Xa, . . . ,  X/2  ;  on  fait  subir  respectis^ement  aux  "va- 
riables X\  5  'X21  • .  .^Xnet  aux  Jonctions  u,  v^  w, . . .  des 
variations  infiniment  petites  Zx\ ,  8x2, . . . ,  Sj:^»,  8u,  Sç', 
Sw,  • .  •  que  Von  suppose  fonctions  deXi^x^,  . . . ,  OT/t,  il 
s'agit  de  troui^er  la  variation  correspondante  8V  de 
cette  intégrale. 

Pour  résoudre  cette  question,  nous  nous  bornerons  à 
considérer  le  cas  particulier  d'une  intégrale  triple  dans 
laquelle  ne  figure  qu'une  seule  fonction  u,  les  résultats 
relatifs  à  ce  cas  s'étendant  facilement  à  celui  d'un  nombre 
quelconque  de  variables  indépendantes  et  de  fonctions. 
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(  5o  ) 

2.  Soit  donc  a  trouver  la  variation  que  subit  Tinté- 
grale  triple 

lorsque  les  variables  indépendantes  x^y^  z  et  la  fonc- 
tion u  de  ces  variables  subissent  respectivement  des  va- 
riations iniiniment  petites  Sa:,  oj^,  03,  Sa,  fonctions 
dea:,j',  z. 

La  variation  d'une  somme  étant  égale  à  la  somme  des 
variations  de  $es  parties,  on  a 

ou,  en  appliquant  aux  variations  les  règles  de  difTéren- 
tiation  des  fonctions 

(a)        IM=Ç  Ç  i  {lY  ,dxdydz  ^Y  ,ldxdydz). 

Il  faut  donc  évaluer  8F  et  8  dxdydz. 

3.  Or 

.^      dh\    ^dF^        dF^ 

dx  dy  ^        dz 

(3)  \  dF,  dF    ^du 

du  ,au     dx 

dx 

par  conséquent,  il  suffit  de  calculer  la  variation  des  dé- 
rivées partielles  successives  de  la  fonction  u. 

Or,  attribuer  aux  variables  Jr^y^  2  et  à  la  fonction  u  les 
accroissements  infiniment  petits  8x,  8^,  8z,  8a,  cela 


revient  à  poser 


<4) 


(5.  ) 

:r  -H  8j?  =:  X , 
j  H-  8j=:  Y, 

s      -h       ^Z      =      Zy 

M  -H  8«  =:  U  , 


et  à  substituer  aux  variables  x^  jt  ^  ^^^  nouvelles  va- 
riables X,  Y,  Z,  et  k  la  fonction  u  de  x^y^  z  la  nouvelle 
fonction  U  de  X,  Y,  Z.  On  est  donc  conduit  à  calculer 
les  valeurs  des  dérivées  partielles  de  cette  nouvelle  fonc- 
tion U,  par  rapport  à  X,  Y,  Z,  au  moyen  des  dérivées 
partielles  de  u  par  rapport  k  x^y,  z. 

Pour  évaluer  ces  dérivées,  on  regardera  U  comme  une 
fonction  de  Xy  jy  z  exprimée  par  la  dernière  équation 
du  groupe  (  4  )  et  j?,  y ,  2  comme  des  fonctions  de  X,  Y,  Z 
données  par  les  trois  premières. 

On  a  ainsi 


/  d\}       dl)   dx       dV  dy       dV  dz 


(5) 


d\       dx  dX    '    dy  dX        dz  dX 

dV_dVdx       rfU  £r       dV   dz 
d\'"d^dY~^d^dY'^'dsdY 

dl]       dV  dx       du  dy       dV    dz 


dL        dx  dTL        dy  dL  ^  dz    dl' 


mais  les  équations  (4)  donnent 


du du  dùu 

dx       dx  dx 

,  d\}  du  dht 

dU    _  du  dhu 

dz        dz  dz 


(5a) 


et 


( 


d^x\  dx       dix  dy       dix  dz  

^'^'d^J  dX'^'dy  dX'^'dTdX"^' 

^^^       ^    dx    dX^\    "^    djr  )  dX'^    dz    dX  ~     ' 

dlz  dx       dlz  dy       /        dlz\  dz  

'd^  dX'^  d^  dX'^  y  '^'d^JdX'"^' 

dlx\  dx       dix  dy       dix  dz  

^'^Ib^JdY'^'dy  dY'^'d^dY'^^' 

(R\      1    ^IL^       (         ^^y\^       dly  dz^  _^ 

^  ^   \  'd^dY'^y'^'dyjdY'^'dTdY-'' 


( 


( 


dlz  dx       dlz  dy       /        ^^\  fff  __ 

dlx\  dx       dix  dy       dix  dz 

,   .       .  dly  dx       /    dlyX  dy       dly  dz 

<9)     <-^^  +  ('  +  177J^  +  -^^=«' 

dlz  dx       dlz  dy       /        dlz\  dz  

'd^dZ'^'dydZ'^  y'^'d^J  dL~^' 

Comme  Sx,  S)^,  8z  et  par  suite  leurs  dérivées  sont 
des  infiniment  petits,  les  équations  (7)  montrent  que 

du      ^^   .   dy     dz  .   ^   ,  .  , 

•^  esttini,  --^9  -TTT  iniimmentpetits,  et,  en  conséquence, 

que  Ton  a,  sans  calcul, 

dx  dix 

dX  dx 

<7>  <dx--"d^' 

dz  _       dlz 
dX  dx 

auic  quantités  du  second  ordre  près. 


(53) 
De  même,  des  équations  (8)  et  (9)  on  déduit 


(8') 


et 


(9') 


dy  ... 

dly 

dy 

dz 

dlz 

cTi 

dy' 

dx 

d^x 

dY 

dy  ' 

dz 

d^z 

dL      ' 

dz' 

dx 

dhx 

dZ 

dz' 

dy_ 

dZ 

dly 
dz 

17  1  •     •  ,.      .    dXi    d[5    d\} 

Ed  portant  ces  valeurs,  ainsi  que  celles  de  ■^>  ^>  •^> 

données  parles  équations  (6),  dans  les  équations  (5), 
on  obtient 


rfU  _  (du       dh£\  /  _  dlx\ 
dX  ""  \dx  '^  dxjy       dx  ) 

/du       dtu\  d^  ^  (du       dlu\  dlz 
\dy        dy  )  dx        \dz         dz  )  dx  ' 

rfU  /du       dZu\  dix 


) 


dY  \dx        dx  )   dy 

(du       dlu\  (  __  dly\  ^  (du       dlu\  dlz 
^  \dy  "^  "dy)  \  ""  '^  )  ""  \dz  '^   dz  )  'd^' 

^^_  (du       dlu\  dix 
dZ  \dx        dx  )   dz 

dluXdly       (du       dlu\  (        dlz\ 

dy  }  dz  ^  \dz  "^  "37/  y     dz  y 


(54) 

OU,  abstraction  faite  des  termes  du  second  ordre, 
dU       du       d^u       du  dZx       du  dlv       du  dlz 


dX       dx        dx        dx  dx        dy  dx        dz   dx 
d[}       du       d^u       du  dix       du  dly       du  doz 


dY        dy        dy        dx   dy        dy  dy        dz   dy 
d\}       du       dlu       du  dix       du  dly       du  dlz 


dZ        dz         dz        dx    dz        dy   dz        dz    dz 

et,  si  l'on  pose 

j^         du  ^         du  ^         du  ^ 

ces  formules  devîeunent 

dU       du       dl<ù       d^u^  d^u   ^  d*u 


ÙX 


dX       dx  '     dx  '    dx*  "*"   '  dxdy  ^  dxdz   **' 

^  .  d\}       du  dlisi         d^u   ^  d^u  ^  d*u    ^ 

V  V                                         t/  */  V 

dVS       du  dlui         ePu  ^  d}u  ^  d^u  ^ 


dZ       dz        dz        dzdx  d\dy  '^        dz 

De  là  on  déduit  les  valeurs  de 


d\]       du      d^       du      d\}       du 


ou  de 


dX       dx      dY       dy      dL        dz 

^du       ^du      ^du 
dx         dy         dz 


savoir 


^du dlfj}  d^u^  d^u   ^  d*u   ^^ 

dx        dx  dx^  dxdy  ^  dxdz  **' 

.     .  I   ^du       dlii)  d*u    ^  d*u  ^  d}u  ^ 

^     dy        dy  dydx  dy^   ^  dydz 

^  du       dooi  d*  u    ^  d^u   ^         d*  u  ^ 

dz         dz  dzdx  dzdy  ^        dz* 

En  diirérentianl  la  première  des  équations  (lo)  par  rap- 


(55) 

port  à  X,  Y,  Z,  la  seconde  par  rapport  à  Y  et  Z,  et  la 
troisième  par  rapport  à  Z,  et  tenant  compte  des  équa- 
tions (7'),  (8'),  (9'),  on  obtient  successivement 


dht       rf«8ci)        d^n 


dx' 


JX« 


dx^ 
d}H 


Ix 


d'à 


ôv 


dx^         '    dx*  dy  " 
d^u  dix 


Iz  H- 


dx*dz  '      '    dx*   dx 
d^u    dly        d^u    doz 


dix 
dx 


0 


dxdv  dx        dxdz  dx 

%/ 

(  d}a  ,  .  ,      \  dly 

'  '    termes  du  premier  ordre  \  -j^ 

dlz 
dx  ' 


\dxdy 
—  {  A  fi'  "*"  ^®^°^^*  ^^  premier  ordre  j 


ou 


Ix 


rf*U  _  d}u       c?»ôto       d}u 
àX  «  ^dl*^  dJ^  "*"  d^^ 

et,  de  la  même  manière, 

d*V  d*u         d^dio 

dX  d\        dx  dy       dx  dy 

d^u     ^  d^ii 


d*u 
dx^dy 


^y 


d^n 
dx*dz 


tZf 


•s 

ÙX 


-Jy 


dx^dy        '    dxdy 

d}\}  d}u,  ^ow 

irr  H ' 

dXdL       dxdz       dxdz 

d^u    ^  d^  u      ^ 

dx^dz  dxdydz  ^ 

d^V  _^d*u       d^ùto  d^u 

dY^^dy^^  'dy^  "*"  dxdy^ 

//»U  d^fi  d^liO 


Ix 


d\dL       dydz       dydz 

d^u 


d^V 
di} 


dxdydz 
d^u       d}  5to 


Ix 


d^u 
dy^dz  ' 

h. 

d^tf 


ov 


dz* 


dz' 


dxdz* 


•s 

<JX 


d^ii 


dxdydz 


V-  05, 


d^u    ^ 


d^u 
dy' 


ly 


d^u 
dy*dz 


•s 
05, 


d^u    ^ 
d}  u    ^         d'u  ^ 


(  56) 


par  ta\te, 


(la) 


8 


d^u 


d^to 


d^n    ^ 
dx^  dy  ^^ 

d^u 


d}u    , 
dx^dz""*' 


dxdy       dxdy 


^x 


4- 


d'^l 


(f> 


d^u 


dxdz       dxdz 


dx^dy 

d^u    g 

d^u 


d^u 


dxdyd. 


-ô«, 


dx^dz 
d^u 


^d^u d^^ta 


dxdydz 
d^u 


^x 


'Jy 


dxdz^     * 


8j; 


^»// 


^«  8(0 


dy  dz       dy  dz 


-h 


dxdy^ 

d^u^  d^u    . 

rt/»  -^        dy^dz 

d^ff 
dx  dy  dz 

d^u    ^  d^u 

dy^z^^ 


dvdz 


—  '8-3, 


t/*  //        d}  00) 


«^  = 


rf;;* 


ax 


d^u 
dx  dz* 

d^u    ^ 
dy  dz^  ""^ 


d^u 
dz^ 


Iz. 


Telles  sont  les  variations  des  dérivées  premières  et 
secondes  de  u.  La  loi  de  formation  en  est  évidente  ;  il 
reste  à  montrer  qu'elle  est  générale. 

Supposons,  à  cet  eiTet,  que  Ton  ait 


8 


dx^dyJ  ~  dx^dyJ  "^  dx^-^'dyJ  ^^ 


d^-^J-^'u  ^ 
dx'dyJ-^^  ^ 
d'-^j-^^  a 
dx^dyJdz 


05; 


(57  ) 
en  diflëreD liant  Téquation 

rf*-^>U         d^-^Ju         d^-^nui         d'-^J^^u  ^ 

1  -h -r-rrr-r-;  Sot 


d\^dYJ~  dx'dyj       dx^dyj       dx'^^dyi 

"^  dx'dyJ'^'^  ^^  "^  dx^dyîdz  ^^ 
par  rapport  à  X,  on  obtiendra 


^x 


idx^^dyJ       dx'^^dyJ       dx^-^^dyJ 
\  d^^J-*-^  Il  d^^J^^u      ^^ 

d^J^^H    ___  ]      "^  dx^-^'dyJ-^^  ^  "^  dx^^^dyJdz^^       \  (       dlx\ 


d\}^^d\i        \  d'-^J^Ui    dix        d'^J^^  u    dly        [\         dx  ) 


ou 


dx^^^dyi    dx        dx^dyJ-^^   dx 

d'-^J^^  u    dlz 
dx^dyJdz  dx 

fd^^J-^'u  _,  ^    \dlz 

(  _— - — -— -   -t-  termes  du  i*' ordre  l-r— > 
\dx^yJdz  )  dx 


^i-i-j+ilj  d^^J-^Ui         d^-^J^^ooi         d^^J-^^u  ^ 


dX^-^^dYJ       dx^-^^dyj       dx^^^dyj       dx'^^ayJ 


dx^-^^dyJ^^  •^.       dx^^^dy^dz 
ou 

^  dx^^^dyJ  ~  dx^^^^dyi  '^  dx'^*dyj  ^^  "*"  dx^^'dyj^^  ^^ 

d^^J^^u   ^ 
'^dx^^'dyJd'i^^' 

c'est-à-dire  la  formule  relative  à   .  ^  ,   .  >  dans  laquelle 

l'indice  i  est  remplacé  par  i  -H  i  )  ce  qui  démontre  la 
généralité  de  la  loi  de  formation  des  variations  des  déri- 
vées partielles  successives  de  la  fonction  u. 


(  58  ) 
Si  l'on  porte  dans  oF  les  valeurs  de  ces  variations,  on 
aura  oF  exprimé  en  fonclion  linéaire  de  Sx,  ok,  S^,  Scu 
et  des  dérivées  partielles  de  Sco. 

4.  Quant  à  la  variation  de  dxdjdz^  c'est-à-dire  du 
produit  des  dillërentielles  des  variables  indépendantes, 
on  l'obtiendra  en  se  rappelant  que,  lorsque  Ton  substi- 
tue dans  une  intégrale  multiple  aux  variables  x,  j^  z 
d'autres  variables  X,  Y,  Z  liées  a^ix  premières  par  trois 
équations,  il  faut  substituer  au  produit  dxdjdz  le 
produit  ^X  dY  dZi  multiplié  par  le  déterminant 


I  M 


r  il 


c'est-à-dire  que  l'on  a 


dx 

dy 

dz 

d\ 

d\ 

d\ 

dx 

dy 

dz 

d\ 

d\ 

dY 

dx 

dv 

dz 

dZ 

dL 

dL 

'  ,17 

dx 

dy  dz 

'♦  :  ^ 


< 


Ici,  la  valeur  du  déterminant  est,  aux  quantités  du 
second  ordre  près, 

dox        doy        dùz 


I  — 


dx 


dy 


dz 


_  > 


il  en  résulte  pour  rfX  dY  rfZ  —  dx  dy  dz^  ou  la  variation 
de  dx  dy  dz^ 

d^x       doy       doz 


(.3)    Hdjc  df  dji)  =  (^-^ 


dy 


dz 


dx  dy  dz. 


La  variation  5V  de  l'intégrale  se  présentera  donc  sous 

la  forme  d'une  intégrale  triple  portant  sur  une  fonction 

,.    ,  .        I  ,  1      >  j  ?       d^x     doy      ùdz 

linéaire    homogène   de   ox,    dy ,    az^  ~~r~"'   "TT^'    "TTT"' 

de  00)  et  de  ses  dérivées  partielles  successives. 


I 


Ul* 


(59) 
S,  On  peut  la  ramener  à  une  intégrale  portant  sur 
une  quantité  qui  ne  renferme  que  Sa>  en  facteur. 

En  effet,  d'abord  le   terme  qui   contient    ,  ^  ,  ^.  ,  ^ 
donne  lieu  à  l'intégrale 


»  /      • 


qui  peut  s  écrire 


^i+y+Ag^, 


Jjdyd=fA^-y^^,d^, 


•      .    # 


ou/ Cil  intégrant  par  parties, 


dk    rf'+>+*-'8*i>   _,    j    _,  . 

Cette  dernière  intégrale,  dans  laquelle  Tordre  de  la 
dérivée  de  ^cj  est  abaissé  d'une  unité  par  rapport  à  x,  se 
transformera  de  même  en  une  autre  dans  laquelle  Tordre 
sera  abaissé  de  deux  unités,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce 
qu'il  n'y  ait  plus  de  dérivées  de  Sa>  par  rapport  à  x.  On 
fera  de  même  pour  les  dérivées  relatives  k  y  et  pour 
celles  relatives  à  c,  et  Ton  aura  finalement  une  intégrale 
dans  laquelle  ne  figurera  plus  que  la  variation  oo). 

Ensuite,  en  transformant  de  la  même  manière  les  in- 
tégrales 


(  6o) 
on  obtient  pour  la  première 


fCdydz(Vlx) 


///[< 


dx  )     \du  )  dx 


f^)^"^"]^'^''-^''' 


Or,  dans  oF,  les  termes  qui  renferment  8x  en  facteur 

sont 

/d¥\      /  d?  \  d}u 


Vd^r 


du  I  dx* 

dx, 


donc,  après  réduction,  les  termes  qui  renfermeront  Sur, 
8^^,  5^  seront 

d¥  (du  ^         du  ^         du  ^  \ 


dz 


dF  r, 

et  ils  se  i^^duisent  avec  -j-ôuk 


du  ^         du  . 


dx 


ou 


du 


8b). 


Ainsi,  toutes  réductions  faites,  la  variation  oV  se  com- 
posera d'une  suite  G  d'intégrales  doubles  relatives  aux 
limites,  c'est-à-dire  à  la  surface  du  corps  dans  l'éten- 
due duquel  doit  se  faire  l'intégration  triple,  et  d'une  in- 
tégrale triple  de  la  forme 


/// 


M^oidxdvdz, 


M  étant  une  certaine  fonction  de  x,  y,  z,  u  et  des  dé- 
rivées partielles  de  u. 

S'il  y  avait  sous  l'intégrale  triple  proposée  plus  d'une 


I  10' 


(6.  ) 

fonction  Uy  s'il  y  avait  deux,  trois  fonctions  u,  v,  (v,  en 

posant 

du  ^  du  ^         du  ^ 

ÙU j-  ÙX 7-  6y ;—  05  =r  0(0, 

û^j?  dy  *^        dz 

dv  ,  ^i'  ^  rfi'  .         . 

Oi' =—  tiX r-  Oy =-   os  zz:  0(0,, 

ûfj?  dy  ^        dz 

dw  ^  dw  ^         div 

on  arriverait,  après  réductions,  à  l'intégrale  triple 

(M8w  -hN8a)i-i-  Vli3iii)dxdydz, 


fff^ 


6.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  de  déterminer 
les  fonctions  iz,  9,  w,  de  manière  que,  quelles  que  soient 
les  variations  Sa:,  8^,  8z,  Su,  Si',  Sçv,  la  variation  SV  soit 
nulle.  Comme,  dans  les  intégrales  doubles,  il  n'entre  que 
les  valeurs  à  la  surface  des  variations  Sx,  S;y,  Sz,  8a>, 
8a>4,  S(i)4  et  de  leurs  dérivées,  tandis  que  dans  l'intégrale 
triple  les  variations  sont  relatives  à  toute  l'étendue  du 
corps,  il  faut  évidemment  que  l'intégrale  triple  et  l'en- 
semble des  intégrales  doubles  soient  séparément  nulles; 
et  pour  que  l'intégrale  triple  soit  nulle,  quels  que  soient 
So),  S(i)4,  Sa>2,  il  faut  que  Ton  ait 

M  =  0,     N  =  o,     P  —  o, 

trois  équations  nécessaires  et  suffisantes,  avec  l'équation 
relative  aux  limites  G  =  o,  pour  déterminer  les  trois 
fonctions  u,  v^  çv. 

7.  Exprimer  que  la  variation  de  V  est  nulle,  quels  que 
soient  8(o,  8o)|,  8a>2,  c'est  exprimer  que  l'intégrale  V  est 
maximum  ou  minimum. 

Si  l'on  proposait  de  trouver  le  maximum  ou  le  mini- 
mum dont  est  susceptible  V  quand  une,  deux,  trois 
autres  intégrales  ¥<  ,V2,Vj  relatives  aux  mêmes  fonctions 


(   «i--*   ) 
u^  v^  w  et  aui  marnes  variables  x^  j  ,  z  doi? eut  conscnrer 
en  même  temps  chacune  une  valeur  constante,  il  faudrait 
joindre  à  l'équation  oV  =  o  les  équations  analogues 

oVi  =  o,     oVj=ro,     oV3^=o 

et  Ton  devrait  avoir  simultanément 


' •       /  •      y* 


G 


/    1     /  (M  ooj  f-  N  oto,  -^  P  04»>^\djrdydz  =  o, 


•     •     t 


("V) 


G|  -h  I    I    1   ( M|  ooj  -^  .N,  oa>,  H-  P|  o(Oi)djrdydz  ^=  o, 


Gj-h  I     1     I   (Mjooi  H- \,oto, -h  P,oa>,>dLrdVr/c  ^:o, 


•  «  • 


G, -I-   /     I      I    (M,0(i>  -h    iNjOtu, -t-  Pj0tOj)^d[>'rf5  r= 


o. 


C'  t.  «. 


Or  on  peut  toujours  poser 


M|  oa>  -h  N|  otï>|  -J-  Pj  r/ojj  3^ 


M^ooi  -H  NjOtii,  -r  Pj^/oij  ^= 


M^Ob)  H-  NjCW| 


Pj  OtOj 


d/.i 
'dx 

en, 

djc 
TU' 


A|,  )v2,  A3  étant  des  fonctions  de  x,  1  ,  c;  d'où,  en  dési- 
gnant par  A  le  déterminant 

M,   ^,    i\ 

M,     N,     P, 
M,     N,     P, 


(i5) 


4     ^  A      ^^»     ,     A     ^^» 

A.OCU    =:  A|  — ; h  Aj— ; — 

d\, 
dx 

Z7 


dx 

J   A.ow,  =  B,  îy^  H-  Bj 

«a* 


4     ^>^^ 

ax 

ax 

ax 


(  «3) 
Eu  portant  ces  valeurs  de  ûto,  2a>i,  ûio^  dans  ]a  pre- 
mière équation  du  groupe  (i4))  on  obtient 


=-///( 


o  =  u  -t-  I    I   II  ^'A,+  NB,  +  PC,  SX,  ^  MA,H-NH,+  PC. 


X 


SX,       NIA,+  NB,;t.C^.  ^.\  ^ 


l'intégration  par  parties  donne  ensuite 

0-0 

rnÇMX^  -*-  NB,  -*-  PC,)\4-  (MA,-4-  NB,-4-  PC,>\-f-  fMA,-h  NB,-4-  PC.)\"1  ^    ^. 


///[ 


•  r    MA,4-NB,-hPC. 

51? ^' 


^MA,4-NB,-4-P(:3  ^MA,-4-NB3-i-PC3 


X,H \  I  dxdydz  ; 


e/j;  f/;z; 


.] 


mais  Xi,).3,  A3  sont,  dans  l'intérieur  du  corps^  des  quan- 
tités arbitraires  comme  Su,  ScOf,  00)2^  donc  on  doit  avoir 


/  MA,H-NB,-hPG,^«A, 
(16)  I  MAj-+-NB,-hPGj=:/?A, 


(  MA^H-NB^H-PCs^cA, 


/i,  i,  c  étant  indépendants  de  x.  Mais  on  arriverait  au 
même  résultat  si,  au  lieu  d'égaler  les  quantités 

Mi  OU)  -H  Nj  otoj  H-  Pj  00),, 
MfOa)  H-  N^Swi  -h  PjSb),, 
Mjôo)  -i-  Nsfitoi  -h  P3OU), 

aux  dérivées  relatives  à  x  de  trois  fonctions  X|,  Xj,  A3, 
ou  les  égalait  aux  dérivées  relatives  à  j^  ou  à  z.  Donc  a, 
b^  c  doivent  être  regardées  comme  des  constantes. 

Des  trois  équations  qui  précèdent,  en  se  rappelant  les 


(<i4  ) 

proprîélés  fondamentales  des  déterminanls,  on  déduit 

i  M  :=  aMi-r- ^Mj-h  cM,, 


N  inaN, -^£>N, -f-cN„ 
P  —  aP,  -h6P,  H-cPj. 


('7) 


Telles  sont  les  équations  qui  serviront  à  déterminer 
les  fonctions  m,  v,  w.  Il  faudra,  en  outre,  tenir  compte 
de  Téquation  aux  limites 


// 


A, 


MA,-hNB,4-BC,. 


dvdz  =  G, 


A 


ou 


m 
'.''1 

V  I J 


V 


V 


Il  Kl 

'•f 

li. 


.'■IL,. 

l;".Hi'1 


G -+- «  /    /  "kidydz  -h  b  I   j  l^d^dz-hcl   1  \^dydzr=:o'^ 


mais  on  a 


G,^~-  f  j f^dxdvdz^-^  f j\,dydz, 
G,  =1—  /    /  \idydz, 

Gs=—  M  Izdydz; 

cette  équation  équivaut  donc  à 

(i8)  G  =  aG,+  6G,H-cGî. 

D'où  Ton  voit  que  les  équations  qui  servent  à  déter- 
miner les  fonctions  u,  i^,  w  ne  sont  autres  que  celles  aux- 
quelles on  serait  conduit  si  Ton  cherchait  le  maximum 
ou  le  minimum  de  la  fonction 

V-aVi-^^Yj—cV,. 

La  recherche  des  maxima  ou  minima  relatifs  se  trouve 
ainsi  ramenée  à  celle  des  maxima  ou  minima  absolus. 


ii 
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SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  CYCLES; 

Par  m.  LAGUERRE. 


1.  Étant  donnés  deux  cycles  A  et  B,  menons-leur  une 
tangente  commune^  la  distance  comprise  entre  les  points 
de  contact  de  cette  semi-droite  est  la  distance  tangentielle 
des  deux  cycles.  Elle  n'est  évidemment  déterminée  qu*en 
valeur  absolue;  dans  tout  ce  qui  suit,  je  la  désignerai 
simplement  sous  le  nom  de  distance  des  deux  cycles. 

On  sait  que,  si  Ton  eileclue  une  transformation  par 
semi-droites  réciproques,  la  distance  de  deux  cycles  est 
égale  à  la  distancé  des  deux  cycles  correspondants. 

2.  Etant  donnés  trois  cycles  A,  B  et  C,  on  peut  chercher 
de  quelle  façon  sont  distribués  dans  le  plan  les  cycles 
équidistants  de  ces  trois  cycles.  Si  nous  eflectuons  une 
transformation  par  semi-droites  réciproques,  de  telle  sorte 
que,  les  cycles  a,  p  et  y  correspondant  aux  cycles  donnés, 
a  et  ^  soient  opposés,  il  suffira  évidemment  de  résoudre 
le  problème  proposé  relativement  à  la  nouvelle  figure. 

Il  est  aisé  de  voir  que  les  cycles  équidistants  de  deux 
cycles  opposés  a  et  ^  se  réduisent  aux  points  du  plan. 
Désignant,  en  effet,  par  R  et  —  R  les  rayons  des  cycles 
opposés,  par  p  le  rayon  d'un  cycle  équidistantde  aet  de  p, 
par  d  la  distance  de  son  centre  au  centre  commun  de  a  et 

de  p,  on  a 

d*  — (R  — p)«  =  rf«  — (R-+-p)«, 

d'où 

Rp  ~  o; 

et^    comme  R   est  supposé  différent   de   zéro,    il   suit 

jénn,  de  Mfttftrmat,,  3*  série,  t.  II.  (Février  i883.)  5 


(  <5«J  ) 

nécessairement 


^ 


=  o, 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Les  cycles  équidistants  de  a,  P  et  y  devant  se  réduire 
à  des  points,  on  les  obtiendra  tous  en  considérant  les 
divers  points  de  Taxe  radical  D  des  cycles  a  et  y^  et  de 
là,  si  l'on  revient  à  la  première  figure,  on  voit  que  les 
cycles  équidistants  de  trois  cycles  donnés  A,  B,  C  sont 
tangents  à  deux  semi-droites  fixes  A  et  A'  qui  sont  les 
transformées  des  deux  semi-droites  opposées  définies  par* 
la  droite  D.  Ces  deux  semi-droites  passent  d'ailleurs  par 
les  points  p  et  q^  intersections  des  cycles  a  et  y?  lesquels 
points  peuvent  être  considérés  comme  les  cycles  tangents 
à  a,  p  et  y. 

On  peut  donc  énoncer  la  propositioa  suivante  : 

Les  cycles  équidistants  de  trois  cycles  donnés  A,  B  et 
C  touchent  deux  semi-droites  fixes  A  et  A',  qui  sont  les 
tangentes  communes  aux  deux  cycles  qui  sont  tangents 
à  A,  B  6f/  C. 

J'appellerai  ces  semi-droites  les  semi-droites  radicales 
des  cycles  A,  B  et  C  ;  leur  point  de  rencontre  est  évidem- 
ment le  centre  radical  des  trois  cycles. 

3.  Proposons-nous  de  trouver  les  cycles  équidistants 
de  quatre  cycles  donnés  A,  B,  C  et  D.  Dans  ce  but  effec- 
tuons une  transformation  par  semi -droites  réciproques, 
de  telle  sorte  que,  a,  p,  y  et  o  correspondant  respective- 
ment à  A,  B,  C  et  D,  a  et  ^  soient  des  cycles  opposés. 

Les  cycles  équidistants  de  a  et  de  p  se  réduisant  aux 
points  du  plan,  il  est  clair  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  cycle 
qui  soit  équidistant  des  cycles  a,  p,  y  eto  :  c'est  le  centre 
radical  des  cycles  a,  y  et  o  ;  et  de  là,  en  revenant  à  la  figure 
primitive,  on  peut  conclure  que  : 


(  tJ;  ) 

Il  nj  a  dans  le  plan  qu'un  seul  cycle  étfuidistant  de 
quatre  cycles  donnés  A,  B,  C  e?^  D. 

Je  le  désignerai  sous  le  nom  de  cycle  radical  des 
cycles  A,  B,  C  et  D. 

4.  Le  cycle  radical  de  A,  B,  .C  cl  D  élanl  ëquidistant 
de  A,  6  et  C  touche  les  semi-droites  radicales  de  ceâ 
trois  cycles:  d'où  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  quatre  cycles^  les  semi-droites  radicales 
de  trois  quelconques  de  ces  cycles  touchent  leur  cycle 
radical;  en  groupant  de  toutes  les  façons  possibles 
trois  à  trois  les  quatre  cycles  donnés,  on  a  donc  quatre 
systèmes  de  deux  semi-droites  qui  touchent  le  cycle 
radical. 

Un  Cas  particulièrement  remarquable  est  le  suivant  : 

Soient  Ai,  A2,  A,  et  A4  quatre  semi-droites  données; 
A|  désignant  Tune  quelconque  d'entre  elles,  appelons  K/ 
le  cycle  qui  touche  les  trois  autres.  Nous  déterminerons 
ainsi  quatre  cycles  K^,  K2,  K3  et  K4  -,  soit  K  leur  cycle 
radical. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  K  est  tangent  aux  trois 
serai-droites  radicales  de  K<,  K2  et  K3;  or  ces  cycles 
touchent  tous  les  trois  la  semi-droite  A4  et  il  est  aisé  de 
voir  que,  quand  trois  cycles  sont  tangents  à  une  même 
semi-droîte  A,  leurs  deux  semi-droites  radicales  se  con- 
fondent entre  elles  ou,  pour  parler  plus  exactement,  se 
composent  de  deux  semi-droites  se  coupant  en  leur 
centre  radical  et  différant  infiniment  peu  de  la  semi- 
droite  menée  en  ce  point  parallèlement  à  la  semi-droite  A. 

On  conclut  de  là  que  le  cycle  K  passe  par  le  centre 
radical  de  K|,  K2  et  Ka  et  est  tangent  à  la  semi-droite 
menée  par  ce  point  parallèlement  à  A». 
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D'où  la  proposition  suivante  : 

■ 

Si  ton  considère  de  toutes  les  façons  possibles  trois 
quelconques  des  cj^cles  K<,  K2,  K3  et  K4  et  leur- centre 
radical,  on  obtient  quatre  points  qui  sont  sur  un  mente 
cycle  K  et  les  tangentes  menées  à  ce  cycle  en  ces  points 
sont  respectivement  parallèles  aux semi^droites  A^ ,  A2, 
A3  et  A.4 . 

Ce  cycle  K  est  le  cycle  radical  rfe  Kj,  Kj,  K3  et  K^. 

5.  Les  quatre  cycles  K/  qui  sont  ainsi  déterminés  par 
les  semi-droites  A|,  A2)  As  et  A4  jouissent  d'un  grand 
nombre  de  propriétés  remarquables.  J'énoncerai  ici  la 
suivante  : 

Si,  parallèlement  à  une  semi-droite  donnée  A^  on 
mène  des  tangentes  à  K<,  Kj,  K3  et  K4,  le  rapport 
anharmonique  de  ces  quatre  semi-droites  est  constant 
quelle  que  soit  la  direction  de  A. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  j'énoncerai  d'abord 
le  lemme  suivant  dont  l'application  est  fréquente  : 

Lemme.  —  Si  l'on  effectue  une  transformation  par 
semi-droites  réciproques,  à  quatre  semi-droites  parais 
lèles  entre  elles  correspondent  également  quatre  semi- 
droites  parallèles. 

Le  rapport  anharmonique  de  celles-ci  est  égal  au 
rapport  anharmonique  des  quatre  premières , 

La  démonstration  de  ce  lemme  résulte  immédiatement 
de  ce  que  deux  semi -droites  correspondantes  se  coupent 
au  même  point  de  l'axe  de  transformation. 

Cela  posé,  je  remarque  que  l'on  peut  toujours  efifectucr 
une  transformation  par  semi-droites  réciproques,  de  telle 
façon  que  deux  semi-droites  données  aient  pour  transfor- 
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mées  deux  semi-droites  opposées  ;  le  théorème  que  nous 
voulons  démontrer  étant  projectif,  il  suffira  donc  de  le 
démontrer  dans  ce  cas. 

Soient  donc  {fig-  i)  ca^  bc^  ah  et  ha  quatre  semi- 
droites  données  (  '  ),  K  le  cycle  tangent  à  hc^  ca  et  ah^  K' 


le  cycle  tangent  ha^  ca  et  hc.  Il  est  clair  que  le  cycle 
tangent  à  ca,  ah  et  ha  se  réduit  au  point  a  et  que  le 
cycle  tangent  k  hcj  ah  et  ha  se  réduit  au  point  h. 

Cela  posé,  menons  aux  deux  cycles  K  et  K'  des  tan- 
gentes parallèles  à  une  semi-droite  prise  arbitrairement 
et  soient  respectivement  a  et  a'  les  points  où  ces  tangentes 
coupent  la  droite  ah.  Les  points  a  et  a'  se  correspondent 
de  façon  qu'à  un  point  a  correspond  un  seul  point  a!  et 
réciproquement  à  un  point  a'  correspond  un  seul  point  a. 
En  effet,  si  Ton  se  donne  par  exemple  le  point  a,  on  ne 
.peut  par  ce  point  menier  au  cycle  K  qu'une  seule  tangente 


(•)  Lorsque  je  désigne  une  semi-droite  par  deux  lettres,  l'ordre 
dans  lequel  sont  placés  ces  lettres  indique  le  sens  de  la  semi-droite; 
ainsi  PQ  désigne  une  semi-droite  décrite  par  un  point  mobile  allant 
du  point  P  au  point  Q.  Il-  en  résulte  que  PQ  et  QP  sont  deux  semi- 
droites  opposées. 
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distincle  de  ab'^  d'autre  par.t,  ou  ne  peut  mener  au  cycle 
K'  qu'une  seule  tangente  qui  soit  parallèle  à  celle-ci',  le 
point  et!  où  elle  coupe  ab  est  donc  déterminé. 

11  résulte  de  là  que  les  points  a  et  o^  déterminent  sur 
la  droite  ab  deux  divisions  homographiques  dont  les 
points  doubles  sont  évidemment  les  points  a  et  b^  et, 
par  suite,  en  vertu  d'une  propriété  bien  connue,  le 
rapport  anliarmonique  des  quatre  points  a,  a',  a  et  b  est 
constant.  Il  en  est  évidemment  de  même  du  rapport 
anliarmonique  des  tangentes  passant  par  les  points  a  et 
a'  et  des  parallèles  à  ces  tangentes  menées  par  les  points 
a  et  b.  En  d'autres  ternies,  le  rapport  anliarmonique  des 
semi-droites,  menées  parallèlement  à  la  semi-droite  prise 
arbitrairement  et  langentiellement  aux  cycles  K,  K',  a  et 
&,  est  constant;  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

6.  Etant  données  deux  semi-droites  quelconques  A  et 
à\  circonscrivons  à  K|  un  angle  dont  les  côtés  soient 
parallèles  à  A  et  A'',  et  soit  P|  le  sommet  de  cet  angle. 

Soient  de  même  P2,  P3  et  P4  les  sommets  des  angles 
analogues  circonscrits  aux  cycles K2,  K3  et  K4.  Le  rapport 
anharmonique  de  quatre  côtés  de  ces  angles  étant  égal 
au  rapport  anharmonique  des  quatre  autres ,  il  suit  de  la 
proposition  fondamentale  de  la  théorie  des  coniques  que 
les  quatre  points  P,  sont  sur  une  conique  ayant  ses 
asymptotes  parallèles  à  L  et  à  A', 

Eu  particulier,  supposons  que  A  et  A'  soient  deux  droites 
isotropes  de  système  différent;  les  points  P/  sont  les 
centres  des  cycles  K/.  On  peut  donc  énoncer  la  proposi- 
tion suivante,  que  j'ai  déjà  démontrée  directement  dans 
une  Note  antérieure  (  *  )  : 


(  *  )  Sur  les  anticaustiques  par  réflexion  de  la  parabole  {Nouvelles 
Annales),  même  tome,  p.   16. 


Les  centres  des  cycles  K,  sont  situés  sur  un  même 


cer 


cle. 


7.  J'énoncerai  encore  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  deux  cycles  K  et  K',  si  l'on  considère 
quatre  cycles  quelconques  Hi,  H2,  H3  e^  H^  doublement 
tangents  à¥^  et  à  K',  et  si,  à  ces  quatre  cycles,  on  cir- 
conscrit des  angles  ayant  leurs  côtés  parallèles  aux 
deux]  tangent  es  communes  à  K  et  à  K',  les  quatre  som- 
mets de  ces  angles  sont  sur  une  conique  ayant  leurs 
asymptotes  parallèles  à  ces  tangentes  communes. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  faire  voir 
que  lé  rapport  anliarinonique  des  semi-droites,  menées 
tangent] eJIement  aux  cycles  K/  parallèlement  à  Tune 
des  tangentes,  est  égal  au  rapport  anharmonique  des 
semi-droites  menées  à  ces  cycles  parallèlement  à  l'autre 
tangente;  et,  comme  cette  propriété  est  projective,  il 
suffit  de  la  démontrer  dans  un  cas  particulier.  Or  on 
peut  toujours  ellectuer  une  transformation  par  directions 
réciproques,  de  telle  sorte  que  les  cycles  K  et  K'  soient 
opposés  entre  eux;  les  cycles  H/  se  réduisent  alors  à 
quatre  points  du  cercle  Kq  déterminé  par  K  et  K';  les 
deux  tangentes  communes  à  K  et  à  K'  sont  des  droites 
isotropes  et  Ton  sait,  par  la  propriété  fondamentale  du 
cercle,  que  lei  droites  isotropes  d'un  système  qui  passent 
par  ces  quatre  points  ont  leur  rapport  anharmonique 
égal  au  rapport  anharmonique  des  droites  isotropes  de 
l'autre  système  qui  passent  par  les  mêmes  points. 

La  proposition  est  donc  entièrement  démontrée. 

Une  conique  dont  la  direction  des  asymptotes  est 
donnée  étant  déterminée  par  trois  de  ses  points,  la  pro- 
position précédente  peut  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Si  l'on  considère  tous  1rs  c^  des  H  qui  touchent  deu.r 
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cycles  donnés  K  et  K'  et  si,  à  chacun  des  cycles  H,  on 
circonscrit  un  angle  dont  les  côtés  soient  parallèles  aux 
tangentes  communes  à¥i.  et  à  K',  le  lieu  du  sommet  de 
cet  angle  est  une  conique  dont  les  asymptotes  sont  pa- 
rallèles à  ces  deux  tangentes. 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  conique  a  eflectivement 
ces  deux  tangentes  pour  asymptotes  et  qu'elle  passe  par 
les  points  d'intersection  des  cycles  K  et  K'5  d'où  encore 
la  proposition  suivante  : 

Etant  donnée  une  conique  quelconque,  attribuons 
un  sens  quelconque  aux  asymptotes  de  cette  conique  de 
fai^on  à  les  transformer  en  deux  semi-droites  A  et  A'. 
Cela  posé,  considérons  deux  points  quelconques  M  ei  N 
de  la  conique;  par  le  point  M,  on  peut  mener  deux 
cycles  tangents  à  ^  et  à  ùJ  \  par  N  on  peut  mener  deux 
parallèles  à  à  et  M  :  ces  deux  cycles  et  ces  deux  pa^ 
rallèles  sont  tangents  à  un  même  cycle  P. 

J'ajouterai  que  la  corde  qui  joint  les  points  de  contact 
de  P  avec  A  et  A' est  Taxe  radical  des  cycles  qui,  passant 
par  M,  touchent  ces  deux  serni-droites. 

8.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  théorème  précédent  peut 
encore  s'énoncer  ainsi  qu'il  suit  ; 

Par  deux  points  donnés  y  e^  S,  on  peut  mener  deux 
cercles  K  et  ¥J  qui  touchent  un  cercle  donné  C  ;  par  les  . 
points  oit  la  droite  yS  rencontrée  C,  menons  des  tan- 
gentes à  ce  cercle,  soit  e  leur  point  de  rencontre.  Par 
les  points  y,  8  et  e,  faisons  passer  une  conique  ayant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  tangentes  dont  je  viens 
de  parler;  les  asymptotes  de  cette  conique  sont  deux 
tangentes  communes  à  K  et  à  K'. 

On  peut  généraliser  ce  théorème  en  faisant  une  trans- 
formation homographique  de  telle  sorte  que  les  ombilics 
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du  plan  deviennent  deux  points  quelconques  a  et  ^  ^  on 
obtient  alors  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  deux  points  quelconques  a  e^  ^  sur  une 
conique  C,  par  deux  points  ^  etZ  du  plan  et  les  points  a 
et  p  on  peut  mener  deux  coniques  K  el  K!  qui  touchent 
C5  par  les  points  ou  la  droite  yS  coupe  C,  menons  des 
tangentes  à  cette^  conique  et  soit  e  leur  point  de  ren- 
contre;  soient  de  plus  \  et  ^  les  points  oii  la  corde  a^ 
rencontre  ces  tangentes.  Cela  posé,  si  l'on  construit  la 
conique  déterminée  par  les  cinq  points  \j  [jl,  y,  8  et  s, 
les  tangentes  menées  à  cette  conique  aux  points  X  et  [n 
sont  deux  tangentes  communes  à  K  et  àK'  (^). 

9.  En  particulier,  supposons  que  les  points  y  et  8  soient 
les  ombilics  du  plan  ;  la  proposition  précédente  pourra 
s'énoncer  ainsi  qu^il  suit  : 

Etant  donnés  sur  une  conique  C  deux  points  a  <?£  p, 
on  peut  par  ces  points  mener  deux  cercles  qui  touchent 
C;  ces  deux  cercles  ont  pour  tangentes  communes  les 
tangentes  menées  au  cercle  qui  passe  par  le  centre  de  la 
courbe  et  les  points  oit  la  droite  a^  coupe  les  asymptotes, 
aux  points  situés  sur  la  droite  a^. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  ces  tangentes  communes 
aux  deux  cercles  se  coupent  en  un  de  leurs  centres  de 
similitude. 

10.  Proposons-nous  maintenant  le  problème  suivant 


C)  La  détermination  des  deux  autres  tangentes  communes  à  K  et 
à  K'  donnerait  lieu  à  des  recherches  intéressantes. 

Un  théorème  analogue  au  précédent  a  lieu  à  l'égard  des  coniques 
qui  touchent  une  conique  donnée,  deux  tangentes  à  cette  conique  et 
deux  droites  données. 

Je  reviendrai  du  reste  sur  ce  sujet. 
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(proposé  celle  année  coinine  sujet  de   la  composition 
d'admission  à  TEcole  Polytechnique)  : 

Etant  donnés  deux  cercles  K  et  ¥J  se  coupant  aux 
points  a  et  p,  construire  les  diverses  coniques  qui,  pas- 
sant par  OL  et  ^^  touchent  ces  cercles. 

Construisons  deux  tangentes  communes  à  K  et  à  K' 
passant  par  un  de  leurs  centres  de  similitude,  puis  le 
cercle  H  qui  touche  ces  tangentes  en  leurs  points  de 
rencontre  avec  la  droite  a|3.  En  désignant  par  X  et  [x  ces 
deux  points,  il  cstclair,  d'après  la  proposition  précédente, 
que  si  Ton  preûd  un  point  O  quelconque  sur  le  cercle  H 
et  si  Ton  joint  OX  et  O  [x,  la  conique  qui,  passant  par  les 
points  a  et  ,3,  a  pour  asymptotes  OX  et  0|jl,  touche  les 
deux  cercles  K  et  K'. 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  cherchées  est  donc  le 
cercle  II,  et  Ton  voit  que  l'angle  formé  par  les  asymptotes 
de  toutes  ces  coniques  est  constant. 

En  considérant  les  deux  tangentes  communes  qui 
passent  par  le  second  centre  de  similitude,  on  obtiendrait 
un  autre  système  de  solutions,  le  lieu  des  centres  de  ces 
coniques  étant  un  second  cercle  ayant,  comme  il  est 
facile  de  le  voir,  même  centre  que  le  premier. 


GONSTRVGTiaN  GÉOMÉTRIQUE  DBS  GAUSTiQUES 

PAR  RÉFLEXION; 

Par  m.  LAQUIÈRE. 


Soient  Fie  pôle  lumineux,  MM  i  l'élément  de  la  courbe 
miroir  dont  co  est  le  centre  de  courbure.  Le  point  I 
brillant,  ou  contact  du  rayon  réfléchi  sur  la  caustique 
par  réflexion,  est  le  second  foyer  de  la  conique  dont  le 


premier  foyer  est  F  et  qui  a  un  contact  du  second  ordre 
en  M  avec  la  courbe  réfléchissante,  c'est-à-dire  ayant 
avec  elle  le  point  to  comme  centre  commun  de  courbure. 
Si  1  ou  projette  le  centre  de  courbure  w  sur  le  rayon 
incident  en  G,  puis  la  projection  G  elle-même  en  N  sur 
la  normale,  en  joignant  le  point  lumineux  F  à  cette  se- 
conde projection,  la  droite  FN  sera  Taxe  transverse  de 
la  conique  précitée  et  par  suite  coupera  le  rayon  réfléchi 
en  son  point  de  contact  I  avec  la  caustique  de  la  courbe 
proposée. 

Nous  allons  démontrer  directement  cette  construction 
du  point  brillant,  d*où  Ton  peut  à  Tinverse  déduire  Télé- 
gante  construction  du  centre  de  courbure  sur  laquelle 
nous  nous  sommes  appuyé. 

Soit  K  Timage  du  pôle  lumineux  sur  la  facette  MM,, 
le  lieu  des  points  K  sera  la  caustique^secondaire,  déve- 


loppante de  la  caustique,  lieu  des  points  I.  Elle  sera  par 
rapport  au  pôle  Thomothétique  à  dimensions  doubles 
de  la  podaire  P  du  point  lumineux  par  rapport  au  mi- 
roir, dont  le  centre  de  courbure  $  sera  au  point  milieu 
de  la  droite  F'I,  et  servira  à  déterminer  le  point  I. 
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Par  F  menons  les  parallèles  FK,  FK«  aux  deux  nor- 
males infiniment  voisines  du  miroir  qui  concourent 
en  <o;  elles  détermineront,  sur  la  perpendiculaire  au 
rayon  réfléchi,  les  extrémités  K,  K|  de  l'élément  de  la 
caustique  secondaire  correspondant  aux  dimensions  de 
la  facette  MMi .  Par  K  menons  une  parallèle  à  la  facette 
K  K'^K'  coupant  FK|  en  K'''  et  K<  I  en  K',  et  posons,  pour 
simplifier  l'écriture, 

MN  =  /i,     FM  =  r,     Ma>  =  p,     FP=/>, 
FMto=î^=  t, 

et  cherchons  la  longueur  MI  =  /du  rayon  réfléchi. 
Nous  avons 

_p^_  MMi  MMt      _  _n    _!__ 

2/?  ~   KK'  ""  KK'cos»*  "~  a/?  cos»*' 
d'où 

n  =  pcos't, 

expression  dont  la  construction  géométrique  donnée 
ci-dessus  pour  le  point  brillant  I  n'est  que  la  traduc- 
tion littérale. 

On  obtient  ensuite  la  valeur  de  /  par  le  rapport 

l  _        n  p  cos  i 

r       ip  —  n  ~~  2,r  —  p  cos  i 

Le  rayon  de  courbure  de  la  podaire  du  point  F  s'en 
déduit  et  a  pour  valeur 


PJ  =  l(r^-/)  = 


2  2  r  —  p  cos  I 
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fiÊNËRALISATION  D'UN  THÉORÈME  RELATIF  AUX  POIKTS 
INFLEXION  DES  CUBIQUES  PLAKES; 

Par  m.  a.  LEGOUX. 


Soit 

une  équaliouen  coordonnées  homogènes^  ^O  ?  ^  étant 
les  trois  côtés  du  triangle  de  référence,  u  un  polynôme 
égal  à  ax  -\-  by  -\-  cz\  a,  p,  y,  8,  des  nombres  entiers 
tels  que  o  =  a  -h  [î  -!-  y^  a,  b^  c  des  quantités  données 
et  k  un  paramètre  variable. 

Cette  équation  représente  un  système  de  cubiques 
lorsque  Ton  suppose  a=  p=Y=i  et  5  =  3.  On  sait 
que  les  points  d'inflexion  de  ces  cubiques  sont  distri- 
bués trois  par  trois  sur  des  droites,  savoir  les  trois  points 
réels  sur  la  droite  u  et  les  deux  autres  séries  de  trois 
poiuts  sur  deux  droites  imaginaires. 

Dans  le  cas  général  on  a  des  courbes  d^ordre  o.  Les 
trois  côtés  du  triangle  de  référence  sont  tangents  à  toutes 
les  courbes  du  système  aux  points  où  ces  côtés  rencon- 
trent la  droite  u.  L'ordre  de  contact  est  égal  à  8  —  i ,  de 
sorte  que,  si  8  est  pair,  la  courbe  est  située  du  même  côté 
de  la  tangente  dans  le  voisinage  du  point  de  contact  et, 
si  8  est  impair,  la  courbe  coupe  la  tangente  ^  nous  aurons 
dans  ce  dernier  cas  un  point  d'inflexion  d'ordre  supé- 
rieur. 

Mous  démontrerons  que  lès  courbes  proposées  ont  des 
points  d'inflexion  imaginaires  qui  sont  distribués  sur 
deux  droites  imaginaires  conjuguées  indépendantes  de 
la  valeur  de  k.  Si  le  degré  est  pair,  il  n'y  a  pas  d'autres 
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inflexions;  mais,  si  Je  degré  est  impair,  îl  y  a  en  outre  les 
trois  points  d'inflexion  réels  situés  sur  la  droite  u,  de 
.sorte  que,  dans  ce  dernier  cas,  il  existe  un  triangle  in- 
flexionnel  comme  dans  les  cubiques. 

On  sait  que  les  points  d'inflexion  sont  situés  sur  la 
bessienne  dont  ou  peut  écrire  Téquation  sous  la  forme 

cCh'd-^-  if^K-  a'/«— 6^2— c'A'«=  o, 

en  posant 

é/«U  ,      rf»U        ,,      dm 


dydz  dzdx  dxdy 

Or  on  a 

ou,  en  tenant  compte  de  Téquation  (i), 


=  >t«*-i(3a-^j 


dx 
dU 


dz 
dm 


=  ku^'  1 


lu-^) 


a  = 


=  a(a —  i)a?*-«7?5T-i-  kl{Z  —  i)a*M*-«, 


dx^ 

c'=  y(y  —  \)x^y^z'^-^-^  A:ô($  —  i)c'm^"', 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  de  lahessiennc, 
on  trouve  que  les  termes  en  k^  et  en  A*  disparaissent  et 


(  -9  ) 
il  n*slc,  toutes  réductions  faites, 

(a)  {  ryi^^iiibcyz  -h  Oi.cazx  -h  labay) 

x|  —  ?y(?-*-7  — i)«*^*— Ya(Y -i-a  — i)6«j*  |=o. 

On  sait  que  la  hessienne  passe  aussi  par  les  points 
singuliers  des  courbes  du  système.  D'ailleurs  ces  points 
sont  déterminés  par  les  trois  équations 

^  t/U  rfU 

et  Ton  voit  facilement  que  les  solutions  communes  à  ces 
équations  sont  x=o,  u  =  o^j^  =  o,  u==o;  ^=o, 
u  =  G.  Donc,  en  dehors  de  ces  trois  points  situés  sur  la 
droite  u  et  par  lesquels  passent  toutes  les  courbes  du 
système,  tous  les  points  d'intersection  de  Tune  des  cour- 
bes et  de  sa  hessienne  seront  bien  des  points  d'inflexion. 
L'équation  (  2)  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 

ce  qui  donne  les  trois  côtés  du  triangle  de  référence,  ré- 
sultat évident,  puisque  ce  sont  des  courbes  singulières 
infiniment  aplaties  qu'on  obtient  en  faisant  /r  =  o  et 
dont  chaque  point  est  un  point  d'inllexion;  et 

[2  a^Y  (  bcyz  ^  cazx-\-  ah  xy  ) 
On  aura  le  lieu  des  points  d'inflexion  de  toutes  les  cour- 
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bes  du  système  en  éliminant  h  entre  cette  équation  et 
Téquation  (i),  ce  qui  donne 

/  P-'-ï.,  ï-+-«f,  «-^Po, 

(3)  "  P  T 

l  -f-  ibcyz  -H  icazx  -h  aaôar^  =  o, 

ou  bien 

[^/Eî»,-<.^+„,^/^]■ 


^.(v1"-i4^)"=»- 


Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  le  lieu  des  points 
d'inflexion  se  compose  de  deux  droites  imaginaires  con- 
juguées. 

Enveloppe  des  tangentes  d'inflexion,  —  L'équation 
d'une  tangente  à  une  courbe  du  système  en  un  point 
(a:,  j^  z)  peut  s'écrire 

XX^-  |xY-f-vZ  =  o, 
en  posant 

>        ^  aw  ^.        Sm  ^         va 

A  =  oa >      u.  =  06  —  - —  >      V  =  ôc  —  J — . 

O!  y  z 

Cherchons  la  relation  qui  doit  exister  entre  X,  [x,  v, 
pour  que  le  point  de  contact  soit  situé  sur  une  des  droites 
représentées  par  l'équation  (3).  L'équation  de  l'une  de 
ces  droites  peut  s'écrire 

Aaar-f-  Bft^'  -f-  Cc^  =  o; 

mais  on  a,  d'après  ce  qui  précède, 

(tau          ,              ^bu                       y  eu 
ax  =  ^ r->     bv  =  KT ?     c^  =  ç-i ; 

6a  —  A  "^        ob—  [x  Se  —  ^  ' 

en  substituant,  il  vient 

Aaa  BS^  Cyc 

'  6a  —  A        ùb  —  |JL        6c  —  V 

équation  du  second  degré  en  A,  |x,  v. 


(8.   ) 

Eu  remplaçant  ax^  hy^  cz  par  leurs  valeurs  dans 
l'expression  de  a^ 

u  =  ax '7  by -'   cz. 


on  a 


('\  c^g  b^  ry      _ 

00 A  (iO      -  \X.  OC  V 

Téqualion  de  la  tangente  à  la  courbe  peut  s'écrire 

(6)   (8a— X)X-+-(o6  — [x)Y-h(Sc  — v)Z  =  o(a\-f-6Y-f-cZ). 
En  prenant  pour  paramètres  variables  les  quantités 


oa — A        00 — \L       tiC  —  V 

et  en  éliminant  deux  de  ces  paramètres  entre.  les  équa- 
tions (4),  (5)  et  (6),  on  trouve  que  Téquation  finale  est 
du  troisième  degré  relativement  au  troisième  paramètre. 
Doù  l'on  conclut  que,  par  un  point  donné  quelconque, 
on  peut  mener  trois  tangentes  à  la  courbe  enveloppe  des 
tangentes  d'inflexion  :  donc,  en  général,  les  tangentes 
aux  points  d'inflexion  imaginaires  situés  sur  les  deux 
droites  trouvées  précédemment  enveloppent  deux  cour- 
bes de  troisième  classe. 

Remarque  I.  —  Les  courbes  du  système  précédent 
sont  telles  quMl  en  passe  une  seule  par  un  point  quel- 
conque du  plan  et  qu'il  en  existe  deux  tangentes  à  une 
droite  donnée.  Cette  propriété  est  uiie  conséquence  im- 
médiate de  la  forme  de  leur  équation  différentielle  que 
Ton  trouve  sans  difficulté  et  qui  peut  s*écrire 

{aby  —  ^ax)  z  (ydx  —  xdy) 
-+-  (  p C5  —  •^by)x{zdy  —  ydz) 
-T-  {^ax' —  j.cz)y{xdz  —  zdx)  =  o; 

ces  courbes  font  donc  partie  du  système  (i,  2),  d'après 
les  notations  de  Cbasles. 
Remarque  II.  —  Si  Ton  prend  les  transformées  de 

Jnn.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  II.  (Février  i88i^.)  ^ 
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ces  courbes  par  le  principe  de  dualité,  ou  aura  un  système 
de  courbes  douées  de  points  de  rebroussement  imagi- 
naires et  le  lieu  de  ces  points  de  rebroussement  se  com- 
posera de  deux  coniques.  Ces  courbes  corrélatives  fe- 
ront partie  du  système  (a,  i),  c'est-à-dire  qu'il  en 
existera  une  seule  tangente  à  une  droite  donnée  et  qu'il 
en  passera  deux  par  chaque  point  du  plan. 


SUR  LA  GIRGONFÊREKGE  DBS  NEUF  POIl^iTS; 

Par  m.  E.  CATALAN. 


1.  Triangles  annexes.  —  Par  le  sommet  B  d'un 
triangle  ABC,  menons  la  droite  B.r,  symétrique  de  BC, 
relativement  à  AB^  et,  par  le  sommet  C,  menons  C/, 
symétrique  de  BC,  relativement  à  AC.  En  général,  ces 


A' 


droites  Bx.  Qj  déterminent,  avec  BC,  un  triangle 
BCA'  (  *  ).  Pour  abréger,  je  dirai  que  ce  triangle  est  Taw- 
nexe  de  ABC,  suivant  BC. 

D'après  la  construction,  les  angles  CBA',  BCA'  sont 

(')  Si  l'angle  A  rsl  droit,  les  lignes  Fîx,  Cy  sont  parallèles. 
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donnés  par  les  formules 

d'où  il  résulte,  semblablement, 

A'rra-*  — 2A. 

Âinsi^  les  angles  du  triangle  annexe  de  ABC  sont 
les  suppléments  des  doubles  des  angles  du  triangle 
ABC. 

2.  RsMAaQUE.  —  Les  trois  annexes  d'un  triangle 
donné  sont  semblables  entre  elles. 

3.  TuÉoaÈME  J.  — La  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  ABC  contient  les  centres  des  cercles  inscrits 
aux  trois  annexes  de  ABC.  De  plus,  ces  centres  sont 
les  points  diamétralement  opposés  aux  sommets  A,  B,  C. 

Soit  a  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  BCA'.  La 
droite  Ba,  bissectrice  de  l'angle  CBA',  est,  par  la 
construction  même,  perpendiculaire  à  BA'.  Semblable- 
ment,  Ca  est  perpendiculaire  à  CA.  Donc  la  circonférence, 
'décrite  sur  A  a  comme  diamètre,  'est  circonscrite  au 
triangle  donné. 

4.  Théouème  II.  —  Les  sommets  A,  h!  et  les  centres 
O,  a  appartiennent  à  une  même  droite,  bissectrice  de 
V angle  A'. 

Soit  A'a  cette  bissectrice.  On  a 

%  BaA'=2^  — -;(A'H-B')=--A-hB. 

D'un  autre  côté,  les  angles  BaC,  BCA  sont  égaux, 
comme  inscrits  au  même  segment  : 

V 

BaG  =  C; 
donc 

BaA'-hBaC  =  A -h  B  +  G  =  a**. 


(  «4  ) 

5.  Remarques.  —  i°A  est  le  centre  du  cercle  ex- 
inscrit au  triangle  A'BC,  tangent  au  côté  BCj  a®  le 
rayon  de  ce  cercle  est  la  hauteur  du  triangle  ABC, 
opposée  au  côté  BC. 

6.  Relations  entre  les  éléments  des  quatre  triangles, 
—  Ces  relations  donnent  lieu  à  d'intéressants  exercices 
trîgonométriques.  En  général,  elles  sont  assez  compli- 
quées, sauf  celle-ci  : 

Soit  R  le  rajon  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
donné;  soient  \  [x,  v  les  distances  AA',  BB',  CC.  On  a 

I       I        I        I 

V   H H =  —  • 

X        jx       V       H 

7.  Circonférence  des  neuf  points,  —  Supposons  que 
A,  B,  C  soient  les  milieux  des  côtés  d'un  triangle  MîNP. 
La  circonférence  ABC  devient  la  circonférence  des  neuf 
^01/1^^  (  milieux  des  côtés  \  pieds  des  hauteurs^  milieux  des 
segments  compris  entre  les  sommets  ctle  point  de  concours 
des  hauteurs)^  elle  tontient  donc  les  centres  des  cercles 
inscrits  aux  annexes  de  ABC.  Autrement  dit  : 

Théorème.  —  La  circonférence  des  neuf  points,  rela- 
tive à  un  triangle  MAP,  contient  les  centres  des  cercles 
inscrits  aux  annexes  du  triangle  dont  les  sommets  sont 
les  milieux  des  côtés  de  MNl*. 

Voilà  donc  trois  points,  ajoutés  aux  neuf  que  l'on 
connaissait  (  *  ). 


(')  Nous  faisons  abstraction  des  autres  points  remarquables,  en 
nombre  indéfini,  situés  sur  la  circonférence  des  neuf  points.  Voir 
Théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie  élémentaire.  6"  relit.,  p.  i8r. 
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PROPRIÉTÉS  DUNE  COURBE  DE  POURSUITE^ 

Par  m.  Ernest  CÉSARO. 


I.  Deux  mobiles  M,  \l  partent  eu  même  temps  d'un 
point  O.  M  parcourt  une  trajectoire  quelconque,  [x  se 
meut  de  manière  à  occuper,  à  chaque  instant,  le  centre 
de  gravité  du  chemin  parcouru  par  M.  Soient  x^y  et 
a,  p  les  coordonnées  respectives  de  M,  [x.  Soit  r  la  dis- 
tance M[JLet  5,  cries  chemins  respectivement  parcourus 
par  M,  [JL. 

I*»  On  a 

s^=zfyds, 
et,  en  diâerentiant, 

sdaziz  (x  —  a)  ds, 
sd?^{y-?)ds. 

Ces  égalités,  divisées  membre  à  membre,  donnent 

rfp_.r-p 

doL        X  —  a 

Donc  le  second  mobile  est  constamment  dirigé  vers 
le  premier.  Les  mêmes  égalités,  élevées  au  carré,  ajou- 
tées membre  à  membre,  donnent 

d<j r 

ds       s 

Donc  le  rapport  des  intesses  des  deux  mobiles  est 
égal  au  rapport  de  leur  distance  au  chemin  parcouru 
par  le  mobile  poursuii^i. 

a**  Diiiërentiant  l'égalité 
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on  trouve 


dr (x  —  OL  dx      y — ^  dy\       fx  —  ^d^      y — P  ^p\ 

ds      \     r      ds  r      ds  )      \     r      ds  r      ds) 

Or,  si  Ton  désigne  par  0  Tangle  des  tangentes  aux  deux 
trajectoires,  en  deux  points  correspondanjLs,  la  première 

parenthèse  est  évidemment  égale  à  cos  6,  etla  seconde  à  -j-  • 
Donc 


ou  bien 


cos6  =1  -^ — -, -9 

ds 


cos6  ■=.'ik  -\-  s  -7-> 

ds 


si  Ton  désigne  par  A:  le  rapport  des  vitesses  -j-  ou  -• 

II.  Y  a-t-îl  des  trajectoires  pour  lesquelles  h  reste 
constant?  On  doit  avoir  cos8=  ai,  c'est-à-dire  que.  9 
doit  être  constant.  Généralement,  cet  angle  est  nui 
en  O  :  donc  il  doit  rester  constamment  nul,  et  Ton  doit 
avoir  A:  =  j.  Les  trajectoires  se  confondent  en  une  ligne 
droite.  Mais  6  peut  ne  pas  être  nid  en  O,  et  cela  arrive 
lorsque  la  tangente  en  O  n'est  pas  déterminée,  comme 
dans  une  spirale  logarithmique  de  pôle  O.  Alors  les  tra- 
jectoires jouissent  des  propriétés  suivantes  : 

1**  cos 8  =  aÂr.  6  est  constant. 

a**  r  :=::i<T  r^^hs.  La  distance  des  deux  mobiles  est 
égale  au  chemin  parcouru  par  le  mobile  poursuivront, 
et  proportionnelle  au  chemin  parcouru  par  le  mobile 
poursuii^i. 

III.  Examinons  le  cas  d'une  spirale  logarithmique, 
dont  l'équation  est  u  =  ae*"*. 

1**  Les  arcs  étant  comptés  à  partir  du  pôle,  les  for- 
mules   ordinaires   donnent,    pour   les  coordonnées  du 
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centre  de  gravité,  les  valeurs  suivantes 

mu      ,  .  . 

a  z=z — -  (  sino)  H-  2  /w  cosoj  )« 

mu  . 

B  ■=.-. -^ — -  (2  m  sino)  —  cosa>). 

^        1  +  4'^ 
X  —  ai=  ; — -[(i  4- 2m')cosa)  —  msinu)], 

r  —  B  rz: ; — -  \m  cosw  -h  (i  -H  2/n')sinwl, 

•^        14-4^^ 

__  \J\  4- m* 


Puis 


r=:v^(a7-a)*4-(r-p)*=-^=^=^=^«. 

V^I4-4'W* 

D'autre  part,  on  sait  que 


v/i  4- w* 

5^= U. 

m 
Par  suite, 

, d(j r m 


ds  s  »/i_L-/.  mS 


v/i  +  4 


w^ 


Donc  /e  rapport  des  vitesses  est  constant. 
a**  On  a 


mu 


sjd^  4-  p*  =  -7==  =  A:m. 
y/l4-4^ 

Donc  le  rapport  des  rayons  vecteurs  est  constant. 


Z^  On  a 


d'où 


COS0==:2A:z=:  —» 

y/i4-  4^^** 


tangd= rzi^tangV, 

2  m 


si  Ton  désigne  par  YTangle  constant  que  fait  la  tangente 
eu  M  avec  OM.  Il  est  donc  facile  de  construire  9,  con- 
naissant V.  D'autre  part, 

^        amsinco  —  coso) 


a        smto  4-  2  m  cosw 


tang(a)  —  6). 
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Donc  l'angle  des  rayons  vecteurs  OM,  0[jl  est  cou- 
stant  et  égal  à  6.  Remarquons  aussi  que  le  triangle 
OM(x  reste  toujours  semblable  à  lui-même, 

4®  De  ce  qui  précède,  il  résulte  une  construction  fort 
simple  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de  spirale  logarith- 
mique, compté  à  partir  du  pôle.  Soit  MT  la  tangente 

M 

■6    l        ' 
0  — —/Il        I 

I 

/T 

en  M.  On  mène  0|i.,  M|jl  faisant  respectivement  avec 
OM,  MT  le  même  angle  8.  Le  point  [jl  est  le  centre  de 
gravité  cherché.  Si  Ton  élève  [jlN  perpendiculaire  à  0(x, 
on  a 

CCS  6         ces  6        * 

Donc  N  est  le  milieu  de  OM.  De  là  une  autre  construc- 
tion. Enlin,  une  troisième  construction  consiste  à  dé- 
crire sur   OM,  ON   les   circonférences    respectivement 

capables   des    angles   t:  —  V,   -•  Ces  circonférences  se 

coupent  en  [jl,  au  centre  de  gravité  cherché. 

5**  L*angle  O  [JLT  est  évidemment  égala  6-h(V — 6)=V. 


M 

.^^       ^  ■  f 


/t 

Donc  le  lieu  du  point  [jl  est  une  spirale  égale  à  la  pre- 
mière et  de  même  pôle, 

6**  On    démontre  aisément   que   le  centre  de  cour- 
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bure  C,  de  la  spirale  (M)  au  point  M,  est  le  point  dia- 
métralement opposé  à  M,  dans  la  circonférence  OMjjl,  et 
que  le  centre  de  courbure  de  la  spirale  (|jl),  au  point,  [jl, 


se  trouve  au  milieu  de  Cjjl. 


CONCOURS  nADHISSION  A  L'FXOLE  CENTRALE  EN  1882. 


PREMIERE   SESSION. 


I.  —  Géométrie  ana/j  tique. 

Soit  -2  -^  12  —  1  =  o  l'équation  d'une  ellipse  rapportée 

à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  soient  a  et  j3  les  coordonnées 
d'un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

Former  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent 
par  les  points  de  contact  M  et  M'  des  tangentes  menées 
du  point  P  à  l'ellipse  et  par  les  points  Q  et  Q'  où  cette 

ellipse  est  rencontrée  par  la  droite  — ^  —  -^  -{-  jjl  =  o. 

Disposer  du  paramètre  [x  et  de  Tautre  paramètre 
variable  que  conlient  l'équation  générale,  de  manière 
qu'elle  représente  une  byperbole  équilatèrc,  passant  par 
le  point  P. 

On  fait  mouvoir  le  point  P  sur  la  droite  représentée 
par  l'équation  a:  -|-  j"  ==  /,  et  l'on  demande  : 

1**  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de  l'ellipse 
sur  la  droite  QQ^''^ 

2**  Le  lieu  décrit  parle  point  de  rencontre  des  cordes 
Mi\r  et  QQ'. 

Démontrer  que  ce  dernier  lieu  passe  par  deux  points 
fixes,  quel  que  soit  /,  et  déterminer  ces  points.  Chercher 


(  9<>  ) 
pour  quelles  valeurs  de  /  ce  lieu  se  réduit  à  deux  droites 
et  déterminer  ces  droites. 

II.  —  Epure, 

Hjperboloïde  à  une  nnppej  entaillé  par  quatre 
sphères.  —  L'hyperboloïde  a  sou  axe  (3,  z')  vertical, 
à  0*^,105  du  plan  vertical  et  au  milieu  de  la  feuille^  la 
cote  de  son  centre  est  o'°,o87-,  les  rayons  de  son  col- 
lier (;*,  /•')  et  de  sa  trace  horizontale  (0)  ont  respecti- 
vement G™,  008  et  o",095  de  longueur. 

Les  sphères,  dont  les  centres  sont  dans  le  plan  du 
collier  (/*,  /■'),  touchent  le  plan  horizontal  aux  extrémités 
(fli,  a\)y  («2,  «'2)*,  («3,  «3),  {'«4,  a'^  )  des  deux  diamètres 
du  cercle  (6)  respectivement  parallèle  et  perpendiculaire 
à  la  ligne  de  terre. 

Ou  demande  de  construire  les  projections  des  inter- 
sections de  riiyperboloïde  avec  les  sphères. 

Dans  la  mise  à  Tencre,  on  représentera  les  parties  de 
la  surface  de  l'hyperboloïde  qui,  placées  à  l'extérieur 
des  sphères,  sont  comprises  entre  le  plan  horizontal  de 
projection  et  le  plan  horizontal  P,  à  la  cote  o"*,!^!.  On 
indiquera,  à  Tencre  rouge,  les  constructions  employées 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  Tune  des  lignes 
d'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés 
du  cadre,  à  o™,22o  du  petit  côté  inférieur.  Les  dimensions 
du  cadre  sont  o"*,  27  et  o™,4^- 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Hyperboloïde  entaillé  par  quatre 

sphères. 

III.  —  Triangle, 

Ou  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle,  savoir  : 


m 


a  =  49.57,819, 
b  =  73i4,2o5, 
c  =  9632,  Î24' 


(9'  ) 
et  Ton  demande  de  calculer  les  trois  angles  A,  B,  C  et 
Taire  S  du  triangle. 

IV.  —  Physique  et  Chimie, 

i .  On  a  deux  baromètres  fixes,  A  et  B,  formés  de  deux 
tubes  cylindriques  fermés  à  la  partie  supérieure  par  des 
surfaces  planes. 

Dans  une  première  expérience,  à  la  température  de  o°, 
la  pression  étant  mesurée  dans  les  deux  baromètres  par 
une  colonne  de  mercure  H,  et  la  longueur  de  la  chambre 
barométrique  de  A  étant  /,  on  introduit  dans  cet  espace 
vide  une  quantité  d'air  qui  fait  baisser  le  mercure  de  h 
dans  le  tube,  le  niveau  étant  supposé  constant  dans  la 
cuvette. 

La  température  et  la  pression  changent  alors  ^  la 
pression  lue  au  baromètre  B  est  devenue  H'*,  la  colonne 
de  mercure  de  A  a  une  hauteur  M!  —  h' ,  A  quelle  tempé- 
rature a  été  faite  cette  deuxième  expérience?  On  négligera 
la  dilatation  des  tubes,  du  mercure  et  de  la  règle  qui  a 
servi  à  effectuer  les  mesures. 

Coefficient  de  dilatation  de  Tair  :  a  =  o,oo3665. 

Exemple  numérique  :  II  ^  76*",     /  =  14"",     h  =  6™*, 

H'  =  64«",     A' =  4^,129. 

2.  Indiquer  sommairement  les  préparations  de  l'acide 
sulfureux,  et  donner  les  formules  qui  les  représentent. 

3.  Combien  faut-il  de  litres  d'air  (à  o**  et  760"")  pour 
brûler  296'^, ^5  de  soufre? 

Équivalents  en  poids S  =  16,     0  =  8 

Poids  du  litre  d'oxygène  à  0°  et  760""'..      1»',  p 
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SECONDE  SESSION. 


I.  —  Géométrie  analytique. 

On  donne,  dans  un  plan,  deux  a^es  de  coordonnées 
rectangulaîres  OX,  OY  et  deux  points  H  et  H',  le 
premier  défini  par  ses  coordonnées  a  et  i,  le  second 
symétrique  du  premier  par  rapport  au  point  O. 

Par  ce  dernier  point,  on  mène  une  droite  indéfinie  DOE 
formant  avec  Taxe  OX  un  angle  DOX  •=  9;  on  projette 
leî5  points  H,  H'  sur  cette  droite  en  A,  IJ . 

On  projette  le  point  h  en  u  sur  Taxe  OX,  et  le  point  u 
en  M,  sur  la  droite  DOE. 

On  projette  le  point  JJ  en  v»  sur  Taxe  OY,  et  le  point  %f 
en  ^i  sur  la  droite  DOE.  (Toutes  ces  projections  sont 
orthogonales.) 

Enfin  sur  la  longueur  U\V\,  comme  hypoténuse,  on 
construit  un  triangle  rectangle  iZii^iS,  en  menant  (^|S 
parallèle  à  OX  et  z/<  S  parallèle  à  OY. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  trouver  les  coordonnées  du  point  S,  en  fonction 
des  trois  constantes  n,  A,  6; 

2°  D'écrire  Téquation  d'une  parabole  ayant  le  point 
S  pour  sommet  et  la  droite  DOE  pour  directrice  5 

3**  De  démontrer  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les 
paraboles  obtenues  en  faisant  varier  l'angle  0  se  compose 
d'un  système  de  deux  circonférences  de  cercle  5 

4°  De  démontrer  que  toutes  ces  paraboles  sont  tan- 
gentes aux  axes  de  coordonnées-, 

5°  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec 
ces  axes  se  croisent  toutes  en  un  même  point. 


II.  —  Épure. 

Intersection  de  deiLX  cônes,  —  Les  cônes,  dont  les 
sommets  [s^  sf)  (f,  t')  ont  respectivement  pour  cotes 
o™, o5o  et  o"^,o8o,  touchent,  suivant  deux  génératrices 
verticales,  distantes  de  o™,  070,  un  même  plan  de  front 
F,  dont  Téloignement  du  plan  vertical  égale  o™,o35.  Les 
sections  de  ces  cônes,  par  un  plan  horizontal,  à  la  cote 
0^,090,  sont  deux  cercles  égaux  (y,  y),  (yi,  y',)  dont 
les  rayons  ont  o™,  04^  de  longueur. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps 
constitué  par  la  partie  du  cône  de  sommet  (5,  s')  qui, 
placée  de  part  et  d'autre  de  ce  sommet  et  à  Textérieur  de 
l'autre  cône,  se  trouve  comprise  entre  :  i**  un  plan  de 
front,  dont  l'éloignement  du  plan  vertical  est  0^,0205 
2®  un  plan  horizontal,  à  la  cote  o™,  280;  et  3°  le  plan 
horizontal  de  projection. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions 
employées  pour  déterminer  un  point  de  la  courbe 
commune  aux  cônes,  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  droite  ss'  à  égale  distance  des  grands  côtés  du 
cadre,  et  la  ligne  de  terre  à  0^,170  du  petit  côté  inférieur. 
Les  dimensions  du  cadre  sont  o™,  27  et  o™,  4^* 
Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Intersection  de  deux  cônes. 


Soient 


ni.  —  Triangle. 


m 


a  =  4540,723, 
à  -^  5678,364, 
c  =  6246, 549 

les  trois  côtés  d'un  triangle.  Calculer  les  angles  et  la 
sm'facc. 
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IV.  —  Physique  et  Chimie. 

Un  tube  cylindrique,  fermé  à  sa  partie  supérieure  par 
une  surface  plane  A,  plonge  dans  Teau  par  sa  partie 
inférieure  ouverte  B. 

Le  niveau  mn  de  Teau  dans  ce  tube  est  le  même  que 
le  niveau  extérieur  MN.  L'espace  A.mn  de  hauteur  /  est 
plein  d'air  saturé  de  vapeur  d'eau;  la  température  de 
l'air  et  de  l'eau  vers  la  surface  est  f,  et  la  tension  corres- 
pondante de  la  vapeur  d'eau  est  mesurée  par  une  colonne 
de  mercure  y. 

On  fait  alors  descendre  verticalement  le  tube  dans  des 
couches  plus  profondes  où  la  température  est  i'  et  la 
tension  correspondante  de  la  vapeur  d'eau  y.  La  distance 
du  niveau  fixe  MN  à  la  nouvelle  surface  de  séparation  m'n! 
est  h.  Quelle  est  la  longueur  x  de  l'espace  occupé  par 
l'air  humide? 

La  pression  atmosphérique  reste  constante  à  la  surface 
MN,  où  elle  est  mesurée  par  une  colonne  de  mercure  de 
hauteur  IL 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  dilatation  de  l'en- 
veloppe ni  de  la  dissolution  de  l'air. 

Exemple  numérique  :  l  =  20'",     t  =  ao',     t'  =  10®, 
H  =  75™,738,     A  =  655«°,25,    /=i«»,738,     /  =  o™,9i8. 

Densité  du  mercure  :  D  =  i3,6.  Coefficient  de  dila- 
tation de  l'air  :  a  =  o,ooZ6'j. 

2.  Indiquer  les  préparations  industrielles  de  l'oxygène. 

3.  Quel  poids  d'acide  sulfurique  faut-il  dédoubler 
totalement  en  acide  sulfureux  et  oxygène  (sous  l'action 
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de  la  chaleur),  pour  obtenir  i4o'''  J'oxygène  mesurés  à 
G**  et  à  ^60™""  de  pression . 

Équivalents  en  poids S  =  i6,     0  =  S 

Poids  du  litre  d'oxygène  ù  o**  et  760""..      i'',43 
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Depuis  que  l'utilité  des  déterminants  s'est  affirmée  par  de  nom- 
breuses applications,  plusieurs  monographies  ont  été  publiées 
pour  vulgariser  l'emploi  de  cette  notation  et  en  inculquer  rapi- 
dement les  principes  aux  élèves.  Aujourd'hui,  avec  le  déve- 
loppement que  prennent  les  Sciences  mathématiques,  le  nombre 
des  questions  à  enseigner  n'a  fait  qu'augmenter. 

Il  en  est  résulté,  pour  les  élèves  comme  pour  les  professeurs, 
le  besoin  d'Ouvrages  didactiques  exclusivement  limités  aux 
seules  données  indispensables  pour  la  conception  des  théories. 

Dès  1875,  M.  Mansion  a  publié,  dans  la  Nouvelle  Correspon- 
dance mathématique,  un  petit  Traité  de  44  P^g^S)  intitulé  : 
Eléments  de  ia  théorie  des  déterminants,  d'après  Baltzer  et 
Salmon,  dont  une  traduction  allemande  par  MM.  W.  Horn  et 
S.  Giinther  a  paru  en  1878.  Cet  Opuscule  a  servi  de  plan  à  Vin- 
traduction  à  la  théorie  des  déterminants  du  même  auteur, 
dont  la  première  édition,  de  28  pages,  a  été  publiée  en  1876. 

La  nouvelle  monographie  diffère  de  la  première  par  plusieurs 
additions  dont  l'expérience  de  l'enseignement  a  fait  reconnaître 
la  nécessité  à  Tauteur.  11  ne  faut  pas  y  chercher  des  résul- 
tats nouveaux;  elle  est,  avant  tout,  destinée  à  servir  de  guide 
aux  processeurs  et  aux  élèves. 

\J Introduction  à  la  théorie  des  déterminants  est  divisée 
en  trois  Chapitres  : 

I.   —   Définitions  et  propriétés  fondamentales. 

Formation  des  déterminants  de  quatre  et  de  neuf  éléments. 


/* 
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Propriétés  de  ces  déterminants  spéciaux. 

II.  —  Calcul  des  déterminants. 

Propriétés  des  mineurs.  Principe  de  l'addition  des  lignes. 
Sommes  et  produits  de  déterminants. 

III.  —  Applications, 

Équations  linéaires  à  deux  et  à  trois  inconnues.  Équations  de 
degré  supérieur. 

Appendice,  —  Défînitions  parles  dérangements  ou  inversions 
et  par  les  produits  symboliques. 

L'Opuscule  renferme  80  exemples  ou  exercices,  destinés  à 
familiariser  le  lecteur  avec  les  applications  les  plus  essentielles 
des  déterminants.  H.  Brocard. 


PUBLICATIOKS  RÉGENTES. 


1 .  Recueil  d'Exercices  sur  le  Calcul  infinitésimal, 
par  M.  F.  Frenet^  ancien  élève  de  TEcole  Normale, 
professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon.  Ouvrage 
destiné  aux  candidats  à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  TEcole 
Normale,  aux  élèves  de  ces  Ecoles  et  aux  personnes 
qui  se  préparent  à  la  licence  es  Sciences  mathématiques. 
Quatrième  édition,  revue  et  augmentée.  —  Paris,  Gau- 
thier-Vil  lars-,  1882. 

2.  Exercices  DE  Géométrie,  comprenant  l'exposé  des 

MÉTHODES    GÉOMÉTRIQUES    ET    2000    QUESTIONS    RÉSOLUES, 

par  F,  L  C,  Deuxième  édition.  —  Tours,  Alfred  Mame 
vX  fils.  Paris,  Poussielgue  frères;  1882. 
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Dans  la  question  1430,  même  tome,  au  lieu  de 

sin*J7^  I     ■  sin"'j^  —  a.      s\ïi''yyj\  -     sin"'a:   -  6, 
il  faut  


sin*a:^  1  —  sin-^''^'  —  a,      sin"^v^  i  —  Sin^^u?  =  b. 
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SUR  LES  COURBES  DE  DIRECTION  DE  LA  TROISIÈUE  CLASSE; 

Par  m.  LAGUERRE. 


1. 

1.  Etant  donnée  une  semî-droile  quelconque  A,  si 
l'on  considère  l'ensemble  des  semi-droites  qui  lui  sont 
parallèles,  on  peut  les  regarder  comme  concourant  en 
un  même  point  situé  à  Tinflui  et  que  je  désignerai  par 
A^.  Les  semi-droites  parallèles  à  la  semi-droite  op- 
posée —  ^  {*)  peuvent  être  regardées  comme  concou- 
rant en  un  même  point  —  A^  situé  à  rinfinî. 

Ces  deux  poiuts  doivent  être  considérés  comme  dis- 
tincts, et,  si  Ton  appelle  D  la  droite  définie  par  les 
semi-droites  A  et  —  A,  on  voit  que  D  renferme  deux 
poiuts  situés  à  Tinfini,  à  savoir  A^  et  —  A^. 

Nous  considérerons  les  points  à  Tinfini  comme  situés 
sur  une  conique  infiniment  aplatie  et  ayant  pour  som- 
mets les  ombilics  du  plan,  et,  pour  plus  de  clarlé,  j'ap- 
pellerai le  point  A^  un  semi-point,  en  sorte  que  la  co- 
nique de  Vinjini  sera  le  lieu  des  semi-points  du  plan. 

Un  point  de  la  droite  de  Vinjini  doit  êlre  considéré 
comme  la  réunion  de  deux  semi-points  opposés. 

Si  l'on  imagine  un  cycle  variable  qui  touche  constaûi- 
mcut  deux  semi-droites  opposées  A  et  — A,  ce  cycle, 
lorsque  sou  centre  est  rejeté  à  rinfini,  se  réduit  aux  deux 
semi-points  A^  et  —  A^ . 

Un  semi-point  peut  être  considéré  comme  une  courbe 
de  direction  de  la  classe  un;  il  n'y  a  du  reste  pas  d'autre 
courbe  de  direction  qui  soit  de  celte  classe. 

(•)  Kn  général,  I)  désignant   une  semi-droite  quelconque,  j'appel- 
lerai —  D  la  semi-droite  opposée. 

ytnn.  de  Mathvm.,  J*"  série,  t.  II.  (Mars  i883.)  " 
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Les  courbes  de  direction  de  la  deuxième  classe  ne 
comprennent  que  les  cycles  ;  je  me  propose,  dans  cette 
Note,  d'étudier  les  courbes  de  direction  de  la  troisième 
classe. 

2.  Soit  [i.  le  nombre  des  tangentes  que  Ton  peut  me- 
ner à  une  courbe  de  direction  de  la  troisième  classe  et 
parallèlement  à  une  semi-droite  donnée  ;  comme  on  peut 
lui  mener  également  |x  tangentes  parallèles  a  la  semi- 
droite  opposée,  il  résulte  de  \h  que,  par  un  point  de  la 
droite  de  l'infini,  on  peut  mener  à  la  courbe  ajji  tan- 
gentes distinctes  de  cette  droite.  En  désignant  par  p  le 
nombre  des  points  de  contact  de  la  droite  de  Tinfini  et 
de  la  courbe,  on  a  donc 

et,  comme  p  ne  peut  être  égal  à  3, il  en  résulte  p  =  i  et 

[JL  =    I  . 

Ainsi  la  courbe  considérée  touche  la  droite  de  l'infini^ 
une  semi-droite  isotrope  coïncidant  avec  son  opposée, 
on  voit  en  outre  que  les  deux  tangentes  (distinctes  de 
la  droite  de  l'infini  )  que  l'on  peut,  d'un  ombilic  du  plan, 
mener  à  la  courbe,  sont  confondues;  la  courbe  passe 
donc  par  les  deux  ombilics. 

3.  Il  est  clair  qu'on  ne  peut  mener  à  une  courbe  de 
direction  de  la  troisième  classe  qu'une  seule  tangente  T 
parallèle  à  une  semi-droite  donnée.  Traçons  dans  le  plan 
un  cycle  arbitraire  K  et  menons  à  ce  cycle  une  tangente 
0  parallèle  à  T;  je  dirai  que  cette  tangente  est  l'image 
de  T.  Si  l'on  imagine  un  nombre  quelconque  de  tan- 
gentes à  la  courbe  considérée  et  si  l'on  mène  tangentiel- 
lement  à  K  des  tangentes  parallèles,  ces  dernières  (ou  si 
l'on  veut  encore  leurs  points  de  contact)  formeront 
l'image   des  tangentes  à    la    courbe.    On    voit   qu'une 
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tangente  à  la  courbe  est  déterminée  quand  on  se  donne 
son  image  sur  le  cycle  K. 


4.  Considérons  une  courbe  de  direction  de  la  troisième 
classe  H  et  une  tangente  quelconque  T  à  cette  courbé. 
Par  chaque  point  de  cette  semi-droile,  on  peut  mener  à 
la  courbe  deux  tangentes  distinctes  de  T^  soient  a  A  et 
A  a'  les  tangentes  issues  d'un  point  quelconque  A  de  T. 
Inscrivons  dans  ces  deux  semi-droites  un  cycle  quel- 
conque K  sur  lequel  nous  ferons  l'image  des  tangentes 
à  H. 

Soit  B  un  autre  point  quelconque  deT^  désignons  par 
B^  et  P'B  les  tangentes  issues  de  ce  point  et  soient  ^b  et 
y  6  leurs  images  sur  le  cycle  fixe  K.  Il  est  clair  que  si  Ton 
se  donne  la  semi-droite  by^  la  tangente  B^  est  détermi- 

Fig.  I. 


«/  a' 


née  et,  par  suite,  le  point  B  ainsi  que  la  deuxième  tan- 
gente BP'  et  son  image  b^.  Des  deux  tangentes  au  cycle 
K,  by  et  b'f^  l'une  étant  déterminée  quand  on  se  donne 
l'autre,  il  en  résulte  qu'elles  forment  un  système  en  in- 
volution  et  que  leur  point  de  rencontre  b  décrit  une 
droite  du  plan.  Cette  droite  U  passe  du  reste  par  le 
point  A,  puisque  les  tangentes  Aa  et  Aa'  se  confondent 
avec  leurs  images. 
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A  chaque  poîiil  B  de  la  droite  T  correspond  un  point 
h  de  la  droite  \]\  les  points  R  et  b  déterminent  donc  sur 
ces  droites  des  divisions  homograpliiques  et,  comme  le 
point  A  se  correspond  évidemment  à  lui-même,  on  en 
conclut  que  la  droite  BA  passe  par  un  point  fixe  du  plan. 

Pour  déterminer  la  position  de  ce  point  fixe,  je  re- 
marquerai que,  si  le  point  B  s'éloigne  à  Tinfini  sur  la 
tangente  T,  Tune  des  tangentes  que  Ton  peut  de  ce  point 
mener  à  la  courbe  est  la  tangente  opposée  à  T.  Si  donc 
nous  menons  au  cycle  K  la  tangente  B  anti-parallèle  à  T, 
le  point  b  est  situé  sur  cette  semi-droite  et  la  droite  AB 
se  confond  avec  B  qui,  par  suite,  contient  le  point  fixe 
cherché. 

Soit  P  ce  point  fixe;  par  ce  point  menons  une  droite 
parallèle  à  U  et  coupant  T  au  point  co.  Le  point  tJ  où 
Pco  rencontre  U  étant  situé  h  Tinfini,  les  tangentes  me- 
nées de  ci>'  au  cycle  K  sont  opposées  et  ont  pour  direc- 
tions celles  déterminées  par  la  droite  Pco-,  il  résulte  donc 
de  ce  qui  précède  que  les  tangentes  issues  de  co  sont  les 
deux  semi-droites  opposées  déterminées  par  la  droite 
P(i)w  qui  est  ainsi  une  tangente  double  apparente  de  la 
courbe. 

Ainsi  la  courbe  de  direction  de  la  troisième  classe  la 
plus  générale  passe  par  les  ombilics  du  plan,  touche  la 
droite  de  Tinfini  et  a  une  tangente  double  apparente; 
c'est  donc  un  hy  percycle  cubique,  ou,  en  d'autres  termes, 
une  anticaustique  par  réflexion  de  la  parabole,  les  rayons 
incidents  étant  parallèles. 

5.  La  proposition  que  je  viens  de  démontrer  peut  en- 
core s'énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Considérons  une  tangente  quelconque  T  à  un  hyper- 
cycle  cubique  H  -,  d'un  point  A,  pris  arbitrairement  sur 
cette  semi-droite,  menons  les  deux  tangentes  à  la  courbe 
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Âa  et  Âa'  qui  sont  distinctes  de  T,  puis  inscrivons  dans 
ces  semi-droites  un  cycle  quelconque  K. 

Fig.  J. 


Menons  à  ce  cycle  la  tangente  0  anti-parallèle  à  T  et 
soit  Pie  point  où  cette  tangente  rencontre  la  tangente 
double  PP  de  la  courbe-,  soit  déplus  AU  la  droite  menée 
par  Â  parallèlement  à  P. 

Cela  posé,  si,  par  le  point  fixe  P,  on  mène  une  sé- 
cante arbitraire  coupant  respectivement  T  ef  U  aux 
points  B  et  i,  les  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  l'hj- 
percycle  par  le  point  B  sont  parallèles  aux  tangentes 
menées  du  point  h  au  cycle  K. 

6.  Par  le  point  P  menons  au  cycle  K  la  tangente  PCc 
qui  est  distincte  de  0;  il  est  clair,  d'après  la  proposition 
précédente,  que  cette  semi-droite  est  également  tangente 
k  Thypercycle,  et  qu'en  faisant  varier  le  cycle  K,  qui  est 
assujetti  à  la  seule  condition  de  toucher  les  tangentes 
A  a  et  Aa',  on  obtiendra  ainsi  toutes  les  tangentes  à  la 
courbe. 

Remarquons  maintenant  que  le  cycle  qui  touche  à  la 
fois  les  tangentes  Aa,  Aa',  PC  est  précisément  le  cycle 
K,  que  celui  qui  touche  PC  et  les  deux  tangentes  oppo- 
sées PP'  et  P'P  se  réduit  au  point  P^    enfin  que,  des 
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deux  tangentes  communes  à  ces  cycles,  Tune  est  C  et 
l'autre  la  semi-droite  0  dont  la  direction  reste  con- 
stante, quelle  que  soit  la  tangente  PC  considérée;  nous 
pourrons  alors  énoncer  la  proposition  fondamentale 
suivante  : 

Théorème  I.  —  Soient  A,  A'  et  B,  B'  deux  couples 
de  tangentes  à  un  hypercjcle  cubique  H  ef  T  ane  tan- 
gente quelconque  à  cette  courbe;  construisons  les  deux 
cycles  qui  touchent  respectivement  A,  A!  et  T,  B,  B'  et 
T  ;  ces  deux  cycles  ont  T  pour  tangente  commune,  la 
seconde  tangente  commune  8  est  parallèle  à  une  semi- 
droite  fixe. 

Il  sufUt,  pour  démontrer  ce  théorème,  de  remarquer 
qu'une  transformation  par  semi -droites  réciproques 
transforme  un  hypercycle  cubique  en  une  courbe  de 
même  espèce  et  que  Ton  peut  toujours  eilectuer  la  trans- 
formation de  telle  sorte  que  les  tangentes  B  et  B'  se 
transforment  en  une  tangente  double  apparente  de  la 
courbe  transformée^  auquel  cas  le  théorème  résulte 
immédiatement  des  remarques  qui  précèdent. 

6.  Le  théorème  précédent  donne  une  propriété  re- 
marquable de  six  tangentes  quelconques  à  un  hyper- 
cycle.  En  voici  d'autres  conséquences  : 

Étant  donnés  deux  couples  de  semi-droites  fixes  A,  A' 
et  B,  B'  et  une  direction  fixe  Sq,  menons  une  semi-droite 
quelconque  6  parallèle  à  Sq^  puis  construisons  les  cycles 
qui  touchent  respectivement  A,  A'  et  B,  B,  B'  et  0,  Ces 
cycles,  qui  touchent  0,  ont  en  outre  une  deuxième  tan- 
gente commune  T^  cette  tangente,  lorsque  8  se  déplace 
parallèlement  à  elle-même,  enveloppe  un  hypercycle 
cubique  tangent  à  A,  A',  B  et  B^. 

Si    Ton  fait  varier  la  direction  Bo»  on  déterminera 


{   io3  ) 

ainsi  tous   les  hypcrcycics  cubiques   qui   touchent  les 
quatre  semi-droites  A,  A',  B  et  B'. 

7.  Comme  application,  supposons  que  les  tangentes 
A  et  A^  soient  les  tangentes  isotropes  issues  du  foyer  F 
de  la  courbe  et  que  les  tangentes  B  et  B'  soient  les  semi- 
droites  opposées  définies  par  la  tangente  double  appa- 
rente PQ. 

En  désignant  par  T  une  tangente  quelconque  à  l'iiy- 
percycle,on  voit  que  le  cycle,  qui  touche  T  et  les  droites 
isotropes  issues  de  F,  est  le  cycle  K  qui  a  précisément 

^  Fig.  3. 


F  pour  centre  ;  le  cycle  qui  touche  T,  B  et  B'  se  réduit 
au  point  de  rencontre  a  de  T  et  de  PQ.  La  seconde  tan- 
gente commune  à  ces  deux  cycles  est  la  semi-droite  U 
qui  est  Tantisyraétrique  de  T  par  rapport  à  la  droite  a  F. 
On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante,  qu'il 
serait  très  facile  du  reste  de  démontrer  directement  : 

XJn  hypercycle  ayant  pour  foyer  le  point  F  et  pour 
tangente  double  la  droite  PQ,  si  a  désigne  le  point 
oh  une  semi-droite  quelconque  T  tangente  à  la  courbe 
coupe  la  droite  PQ,  V antisy métrique  de  T  relativement 
à  la  droite  Fa  a  une  direction  constante, 

IL 

8.  Étant  données  quatre  semi-droites  quelconques 
A,,  Aj,  A3  et  A4,  construisons  les  bissectrices  (A|,  A3), 
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(  A , ,  A:,  ),  (  A| ,  A ï  )  (  *  )  -,  les  foyers  des  paraboles  qui 
touchent  ces  trois  droites  sont  les  foyers  des  liypereycles 
cubiques  qui  touchent  les  seini-droites  données^  on  sait 
d'ailleurs,  par  un  théorème  connu,  que  le  lieu  des  foyers 
de  ces  paraboles  est  le  cercle  circonscrit  au  triangle  dé- 
terminé par  les  trois  bissectrices. 

Ainsi  le  lieu  des  foyers  des  hypercycles  cubiques  qui 
touchent  quatre  semi-droites  données  est  un  cercle  K, 
et,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  ce  cercle  est  celui  qui 
contient  les  centres  des  quatre  cycles  inscrits  dans  les 
triangles  que  l'on  peut  former  avec  les  semi-droites  don- 
nées en  les  prenant  trois  à  trois. 

Soient  Kf ,  K2  et  K3  trois  de  ces  cycles  et  aj ,  a2,  ol^  leurs 
centres  5  F  désignant  le  foyer  de  l'un  quelconque  H  des 
hypercycles  qui  louchent  les  semi-droites  données  A|, 
Ao,  A3  et  A.Ï,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  F,  aj,  7.2 
et  0L3  sont  situés  sur  le  cercle  K. 

En  d'autres  termes,"  si  Ton  appelle  I  et  J  les  deux  om- 
bilics du  plan,  le  rapport  anharmonique  des  semi-droites 
FI,  a|I,  a.^!  et  aal  est  égal  au  rapport  anharmonique 
des  semi-droites  FJ,  ol^J,  a^^JetasI^  ce  que  l'on  peut 
encore  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Si  Ton  mène  à  l'hypercycle  H  et  aux  cycles  K|,  K^  et 
K3  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  isotrope  d'un 
système,  puis  des  tangentes  parallèles  à  une  droite  iso- 
trope de  système  diiïérent,  les  deux  systèmes  de  semi- 
droites  ainsi  obtenues  ont  même  rapport  anharmonique. 

Remarquons  maintenant  qu'une  transformation  par 
semi-droites  réciproques  transforme  un  hypercycle  cu- 


(')  Je  rappelle  que  je  désigne  par  la  nolalion  (C,  D)  la  bissectrice 
de  deux  semi-droiles  données  C  el  l),  r'esl-à-dirc  la  droite  parfaite- 
ment ddtermince  qui  est  le  lieu  des  centres  des  cycles  qui  louchent  ces 
semi-droites. 
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bique  en  une  courbe  de  môim^v  espèce,  que  le  rapport 
aubarmonique  de  quatre  semi-droites  parallèles  se  con> 
serve  après  la  transformation  et  que  la  transformation 
peut  toujours  être  choisie  de  façon  que  deux  semi-droites 
prises  arbitrairement  aient  pour  transformées  des  droites 
isotropes  :  nous  en  conclurons  immédiatement  que  la 
proposition  précédente  subsiste  pour  des  directions  quel- 
conques prises  dans  le  plan. 
D'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soient  A|,  At,  Aj  et  A4  quatre 
semi-droites  et  R|,  Kg,  K3  les  cycles  iîiscrits  dans  les 
triangles  que  Ion  peut  former  en  adjoignant  successif 
vement  à  A4  deux  quelconques  des  semi-droites  A4,  A 2 
ef  A3  ;  soit  de  plus  H  un  hjpercycle  cubique  quelconque 
qui  touche  les  semi -droites  données.  Cela  posé,  si  l'on 
mène  à  la  courbe  et  aux  trois  cycles  des  tangentes  pa- 
rallèles à  une  direction  quelconque,  le  rapport  anhar- 
monique  de  ces  quatre  semi-droites  est  constant. 

On  peut  encore  l'énoncer  ainsi  qu'il  suit  : 

Théorème  III.  —  Etant  donnés  trois  cycles  qui 
touchent  une  même  semi- droite  A,  si  une  semi-droite  T 
se  déplace  de  telle  sorte  que  le  rapport  anharmo nique 
de  cette  semi-droite  et  des  tangentes,  menées  aux  trois 
cycles  dans  une  direction  parallèle,  ait  une  valeur  con- 
stante A",  T  enveloppe  un  hyper  cycle  cubique  tangent 
à  A  et  aux  trois  semi-droites  qui  touchent  à  la  fois 
deux  des  cycles  donnés  (  *  ). 

Remarque,  —  En  faisant  varier  le  nombre  A",  on  dé- 


(')  Si  les  trois  cycles  donnés  n'étaient  pas  tangents  à  une  même 
semi-droite,  l'enveloppe  de  T  serait  un  hypercyole  de  la  quatrième 
ctesse  :  je  reviendrai  sur  ce  sujet. 


(   ,o6  ) 

terminera  ainsi  tous  les  hypercycles  qui  touchent  les 
quatre  senii- droites  dont  je  viens  de  parler. 

9.  Considérons  le  faisceau  des  hypercycles  cubiques 
qui  touchent  quatre  semi-droites  données  Ai,  As,  A3  et 
A4.  Soient  A  et  A' deux  semi-droi4;es  prises  arbitraire* 
ment^  à  chacune  des  courbes  du  faisceau  on  peut  cir- 
conscrire un  angle,  et  un  seul,  dont  les  côtés  soient  pa- 
rallèles à  A  et  à  A';  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le 
lieu  du  sommet  de  cet  angle  est  une  conique  dont  les 
asymptotes  sont  parallèles  à  ^et  à  A'. 

En  particulier,  quand  les  semi-droites  A  et  A' viennent 
à  se  confondre,  on  obtient  la  proposition  suivante  : 

iSi,  à  chacune  des  courbes  du  faisceau,  on  mène  une 
tangente  parallèle  à  une  semi-droite  donnée  A,  le  lieu 
du  point  de  contact  est  une  parabole  dont  l'axe  est  pa- 
rallèle à  A. 

III. 

10.  L'étude  des  courbes  de  direction  de  la  troisième 
classe  se  rattache  à  un  autre  genre  de  considérations 
d*une  grande  importance  dans  la  théorie  générale  des 
courbes  de  direction. 

Etant  donnée  dans  un  plan  fixe  une  droite  quelconque 
D,  on  peut,  par  cette  droite,  mener  deux  plans  isotropes 
qui  sont  distincts  si  la  droite  n'est  pas  elle-même  une 
droite  isotrope^  nous  rattacherons  respectivement  ces 
deux  plans  aux  deux  semi-droites  A  et  — A  déterminées 
parla  droite  D. 

Ainsi,  par  toute  semi-droite  du  plan,  passera  un  plan 
isotrope  parfaitement  déterminé.  Cela  posé,  étant  don- 
née une  courbe  quelconque  de  direction  K,  si  Ton  ima- 
gine les  divers  plans  isotropes  qui  contiennent  les  tan- 
gentes à  cette  courbe,  ces   plans  envelopperont  une 
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surface  S  \  en  d'autres  termes,  si  Ton  considère  la  dévelop- 
pable  isotrope  (*)  complète  qui  est  circonscrite  à  K,  cette 
développable  se  décompose  en  deux  surfaces  distinctes 
qui  correspondent  à  K  et  à  la  courbe  qui  lui  est  opposée. 

11.  Il  résulte  de  là  que  la  classification  des  courbes 
planes  de  direction  se  ramène  à  la  classification  des  sur- 
faces développables  isotropes. 

Etant  donnée  une  surface  développable  isotrope  S  de 
classe  /',  tout  plan  sécant  P  la  coupe  suivant  une  courbe 
de  direction  K  qui  est  de  la  même  classe.  Je  ferai  remar- 
quer en  outre  qu'en  désignant  par  0  Tarête  de  rebrous- 
sement  de  S  la  projection  orthogonale  de  0  sur  le  plan  P 
est  la  développée  de  la  courbe  K  suivant  laquelle  le  plan 
coupe  la  développable. 

Les  cônes  isotropes  qui  ont  pour  sommets  les  divers 
points  de  Bcoupent  le  plan  P  suivant  les  cycles  oscula- 
teurs  de  la  courbe  K. 

12.  On  voit,  en  particulier,  que  l'étude  des  courbes 
de  direction  de  la  troisième  classe  se  ramène  à  celles  des 
développables  isotropes  de  troisième  classe  et  ces  courbes 
sont  toutes  de  la  même  espèce,  puisqu'il  n'y  a  qu'une 
seule  espèce  de  développables  de  la  troisième  classe. 

Soient  O  une  cubique  gauche  isotrope  et  S  la  déve- 
loppable isotrope  dont  elle  est  l'arête  de  rebroussement; 
on  voit  que  toute  section  plane  de  S  est  un  hypercycle 
cubique  (en  d'autres  termes,  une  anticaustique  par  ré- 

(')  J'appelle  développable  isotrope  une  surface  développable  dout 
toutes  les  génératrices  sont  des  droites  isotropes  et  dont,  par  suite, 
les  plans  osculateurs  sont  des  plans  isotropes.  Voiry  à  ce  sujet,  mon 
Mémoire  sur  l'emploi  des  imaginaires  en  Géométrie  {Nouvelles 
Annales,  2*  série,  t.  XI;  187a). 

Des  considérations  analogues  à  celles  que  je  développe  ici  ont  élc 
employées  par  M.  Stcphanos  dans  diverses  Communications  orales 
faites  à  la  Société  mathématique  de  France. 
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flexion  de  la  parabole,  les  rayons  incidents  étant  paral- 
lèles)*, la  projection  orthogonale  de  B  sur  un  plan  quel- 
conque est  par  suite  une  caustique  de  parabole. 

13.  Comme  application,  considérons  un  hypercycle 
cubique  K-,  soient  2  la  développable  qui  est  l'enveloppe 
des  plans  isotropes,  qui  contiennent  les  diverses  tan- 
gentes à  Thypercyle,  et  6  la  cubique  gauche  qui  forme 
son  arête  de  rebroussemcnt. 

Considérons  trois  tangentes  quelconques  A,  B  et  C  à 
riiypercycle  \  désignons  respectivement  par  a,  b  et  c  les 
points  où  elles  touchent  la  courbe  et  par  a,  ^  et  y  les 
points  où  les  plans  isotropes  menés  par  A,  B  et  C  touchent 
la  cubique  6.  Ces  plans  osculateurs  de  S  se  coupent  en 
un  point  o  qui,  d'après  un  théorème  connu,  est  situé 
dans  le  plan  déterminé  par  les  trois  points  a,  ^  et  y?  soit 
T  la  droite  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  le  plan  P  de 
rhypercycle  K. 

Les  cônes  isotropes  ayant  respectivement  pour  som- 
mets a,  j3  et  Y  coupent  le  plan  P  suivant  les  trois  cycles 
Ra,  Rft  et  R<:  qui  osculent  K  aux  points  a,  b  et  c,  et  l'axe 
de  similitude  de  ces  trois  cycles  est  évidemment  la 
droite  T.  Le  cône  isotrope  ayant  pour  sommet  le  point  8 
a  pour  trace  sur  le  plan  P  le  cycle  inscrit  dans  le  triangle 
ABC  et,  comme  le  point  S  est  dans  le  plan  ajSy,  il  en  ré- 
sulte que  le  centre  de  similitude  de  ce  cycle  et  de  l'un 
quelconque  des  cycles  R«,  R^  et  R^  est  situé  sur  T. 

On  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Etant  donnés  trois  points  quelconques  a^b^  c  d'un 
hypercycle  cubique,  si  ton  imagine  les  cjles  R^,  R^  ef 
R^  qui  osculent  la  courbe  en  ces  points  et  le  cycle  R 
qui  toiwhe  les  tangentes  menées  en  ces  mêmes  points^ 
les  six  centres  de  similitude  de  ces  quatre  cycles  consi- 
dérés  deux  à  deux  sont  sur  une  même  droite. 
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l-i.  Ou  doit  remarquer  en  particulier  le  cas  où  le  plan, 
qui  contient  les  points  a,  p  et  y,  est  un  plan  isotrope-,  la 
proposition  précédente  peut  alors  s'énoncer  ainsi  qu'il 
suit  : 

Etant  donnés  un  hjpercycle  cubique  K  et  une  semi- 
droite  arbitraire  A  située  dans  son  plan;  il  y  a  trois 
cycles  osculateurs  de  K  qui  touchent  A.  Les  tangentes 
menées  aux  points  d'osculation  et  la  semi^droite  A  sont 
tangentes  à  un  même  cycle, 

m 

15.  J'énoncerai  encore  le  corollaire  suivant  : 

Si,  par  un  point  quelconque  P,  pris  dans  le  plan 
d'un  hypercycle  cubique  K,  on  mène  des  tangentes  à  la 
courbe  et  si  Von  considère  les  trois  cycles  qui  Vosculent 
aux  points  de  contact,  Vaxe  de  similitude  de  ces  trois 
cycles  passe  par  le  point  P. 


REPRÉSENTATION  DES  FONCTIONS 

d'une  ou  de  plusieurs  variables,  entre  de  certaines  limites  de 
ces  variables,  par  des  series  procédant  suivant  les  valeurs, 
relatives    a    un   indice  variable  et  multipliées  par   des 

COEFFICIENTS   CONSTANTS,    D'UNE   FONCTION  QUI  SATISFAIT  A   UNE 
CERTAINE  FORME  d'ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENTIELLES  ORDINAIRES 

ou  partielles  du  second  ordre; 

Par  m.  a.  PïGART. 


I.  —  Cas  d'une  seule  variable. 

On  sait  qu'on  peut  toujours  déterminer  les  coefficients 
Ao,  A \  ^  -^2,  •  •  •  ^  -^m  '^i  ?  '^2)  *  *  ■  9  *^n  ^^  '^  sêric 

\q-\-  a,  cos.r  -H  A2  cos2jr  H-.  .  .-h  A^  cosnar  -+-... 
H-  B,  siïijr  -\-  B2sin2  j^  -h.  .  .  -H  B„  sin  nar  -f-.  .  . , 
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de  manière  qu'elle  représente  une  fonction  quelconque 
f[x)  entre  les  limites  —  ir  et  +  tt  de  a:. 
Us  sont  donnés  par  les  formules 


r 


f{^x)dx-=i  2iîAo, 


— « 


/(j?)  cosixdx  :=Ail       cos^  ixdx  =  icA,-, 


I-+-I:  y^+« 


f{x)  sin  Ù7<f^  z=zBi  j       ûa^ixdx  =  icB,-. 

ff 

Les  fonctions  cos  nx  et  sin  /zx  qui,  d'un  terme  au 
suivant,  varient  avec  Tindice  71,  satisfont  à  Téquation 
différentielle  du  second  ordre 

d}u 

Si  Ton  considère  deux  solutions  u  et  u'  de  cette  équation, 
correspondant  à  deux  valeurs  différentes  quelconques 
n  et  tJ  de  l'indice  «,  on  voit  qu'il  existe  entre  ces  valeurs 
la  relation 

•  1                ,  ,     ,du  du'  I,  ,  , 

et  si  la  quantité  u -z ";7"  ^^^  nulle,  ou  prend  la 

même  valeur  aux  deux  limites  a  et  &,   cette  relation 
devient 


/ 


b 

uu!  dxz^o, 

a 


C'est  cette  propriété  de  la  fonction  u  qui  sert  de  base 
au  mode  de  détermination  des  coefficients  du  développe- 
ment en  série. 

Généralement,  si  une  fonction  u  de  x  satisfait  à  iine 


(  '"  ) 

équation  de  la  forme 


^ — 4-F(a:,/i)  u=zOy 


d 

dx 


oa  aura,  en  désignant  par  v!  la  valeur  de  u  qui  corres- 
pond à  l'indice  n'^ 

par  conséquent,  si  la  quantité 

/  ,du         du'\ 

est  nulle,  ou  prend  la -même  valeur  aux  deux  limites  a 
et  i,  et  si  F( x,  «')  —  F(x,/i)  se  réduit  à  une  constante 
multipliée  par  une  fonction  X(x),  on  aura 

b 
\{x)uu' dxzzz  O. 


/ 


D'où  il  résulte  que  la  série 

dans  laquelle  u«.  désigne  la  valeur  de  u  correspondant  à 
la  valeur  a/de  Vindice  n^  pourra  représenter  une  fonction 
quelconque  f{^x)^  entre  les  limites  a  et  i,  lorsque  le 
coefficient  A.^  sera  déterminé  par  la  formule 

/    f{x)u^.dœ=ik^  I     l{x)uldx. 

Ainsi,   par  exemple,   si    l'on  considère    la  fonction 
u  =z  cosnx^  l'indice  n  satisfaisant  à  Téquation 

/i/tang/i/=  consU, 
on  pourra  développer  une  fonction y(x),  de  o  à  /,  sui- 


(  "•.  ) 

vaut  la  soniaie  dos  (lilî'éreiUcs  valeurs  en  nombre  infini 
de  cos  nx^  multipliées  chacune  par  une  constanle.  Car 
cos/zo:  satisfait  à  Téquation 


da 


.1 


-4-  n^  u  •=.  o, 


T       i       1                ,   ,    fdu  d(t^    ,  , 

et  de  plus  la  quantité  u-^ w-r-  s  annule  pour  x  =  o 

et  X  =  /,  puisqu'elle  est  égale  ici  à 

—  n  cosn^x  sin  nx  -h  n'  cosnx  siii«'.r, 

qui  est  nul  pour  x  =  o  ci  devient,  pour  x  =  /, 

—  n  cosn'lsïnnl  -\-  //  cos Filslnn'l 
ou 

(—  w/lanp:/i/-h  w7iang/i7)  cos«/cos/i7, 

c'est-à-dire  zéro,  en  vertu  de  Téquation  de  condition. 

De  même  une  fonction  donnée  quelconque  de  n 
pourra  se  développer  entre  les  limites  —  i  et  4-  i  suivant 
les  valeurs  de  la  fonction  6  (o',  «,  /)  correspondant  à 
toutes  les  valeurs  entières  de  w  de  o  à  -H  oo  et  multipliées 
chacune  par  un  coefficient,  si  6  (x,  «,  /)  satisfait  à 
Téquation 


'  '  -\-\n{n-^i) -— — ^    0  — o. 


dj: 

puisqu'on  a 


I       06'  dx  —  o. 


J)e  môme  la  série 

Ao  -h  Al  R  -h  Aj  Rj  H- . . .  -h  A„  R„  h-  . . . 

pourra  représenter  une  fonction  de  x  quelconque  entre 
les  limites  o  et  p,  si  R/i  satisfait  à  l'équation 

r-^  4- [//(// -1-1  )--  /^r2]R„  — o, 

<ix 


.(  ".i  ) 


ct'sî  la  quantité 


K 


ax 


s'annule  pour  j:  =•  p . 


II.   —  Cas  de  deux  variables. 

Supposons  maintenant  que  \j[x^y^  n)  soit  une  fonc- 
tion de  deux  variables  x  ely  satisfaisant  à  Téquation 


ç(r) 


^«(^->'\5^1 


dœ 


if{x) 


/.(^.v)^^] 


dr 


+  F(a:,_>',  rt)U  =o. 


On  aura,  pour  une  autre  valeur  n  de  l'indice, 


?o-) 


dx 


^^^^^•"^ dT^ ^l+F(ar,r,«')U'=:o, 


d'où  Ton  déduit 


.('[/.<-)(-^^-f)i::>(.-'<- 

-x;K-K<--^f)]:::«-" 

=  r     r    [F(^,.r,n')-F(.r,j,«)]UU'rfa:rfj,. 

Si  la  fonction yi  («^îjr)  ^st  nulle  ou  prend  la  même  va- 
leur pour  a:  =  a  et  X  =  i,  en  même  temps  que/i  {^')J'  ) 
est  nulle  ou  prend  la  même  valeur  pour  j'  :=c  cly  =  d\ 

Afin,  de  Mathémat,^  3«  série,  t.  II.  (Mars  i883.  )  " 


(  "4  ). 


IJ  T  /T  1/ 

î  U'  -T U  -j—  est  nul  ou  prend  la  môme  valeur  pour 


^  dx        ^   dx 


o:  =  a  et  X  =  6,  en  même  temps  que  L  --^  —  U  --j—  est 

nul  ou  prend  la  même  valeur  pour  j-  =  c  et  j^  =  rf^  ou 

queyi  (oc^j)  soit  nul  ou  prenne  la  même   valeur  pour 

,  ,  ^„d\}       ^,d\}' 

.r  =  a  et  j:  =  6,  en  même  temps  que  U  -j-  —  U  -j—  est 

nul  ou  prend  la  même  valeur  pour  y  =^c  et  j^  =  rf^  ou 
enfin  quoy2(a:,j^)  soit  nul  ou  prenne  la  môme  valeur 

poury  =  c  etj=:^d^  en  même  temps  que  U'  -j U  -j- 

s'annule  ou  prend  la  même  valeur  pour  a;  =  a  et  j^  =  6  ; 
si,  en  outre,  la  différence  F  (a:,  j^ /^')  —  F{x^j'^n)  se 
réduit  à  une  constante,  fonction  de  /z,  nf^  multipliée 
par  une  fonction  '^(jc^y)^  ou  voit  qu*on  aura 

f    f    XC'^,7)UU'é/^c(y  =  o. 

Par  suite,  une  fonction  quelconque  ^{jc^j)  pourra  se 
développer  en  une  série  de  la  forme 

et  Ton  aura 

I     I     ^{x,r)l(x,jr-)lj{x,Y,n)dxdy 

r=K  f      f      'k(x,y)\J\x,y,n)dxdy, 

ce  qui  déterminera  la  constante  A^. 

Ainsi,  par  exemple,  la  fonction  Y„  satisfaisant  à  l'é- 
quation 


4<-''>ï] 


d\x 


I IJL*       rfO/' 
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I  —  jjL-  s'annulant  pour  [jl  =  ^ —  i  et  [x  =  -f-  i ,  et 

Y      ^n    .     Y     ^n 

preuant  la  même  valeur  pour  <j/  =  o  et  «]*  =  2  7t,  si  Y«  est 
une  fonction  périodique  de  T angle  <{/,  de  période  itz^  on 
pourra  développer  une  fonction  quelconque  ^([x,  ^}^)  de 
deux  variables  (jl  et  <{/,  entre  les  limites  —  i  et  4-  i  pour 
}x,  et  0  et  aiw  pour  <i,  suivant  une  série  de  fonctions  Y/i 
multipliées  chacune  par  une  constante,  ou  écrire 


n 

*(ix,.v)=yA„Y„, 


le  coefficient  A„  étant  déterminé  par  la  formule 

Mais,  pour  déterminer  ainsi  les  coefficients,  nous  avons 
admis  le  développement  en  série  comme  possible,  ou  plu- 
tôt nousavons  admis  que  la  série  fournie  avec  les  diverses 
valeurs  de  la  fonction  m,  multipliées  par  les  coefficients 
ainsi  déterminés,  représentait  la  fonction  donnée.  Orcela 
est  loin  d'être  évident. 

Voici  comment  on  pcîut  le  démontrer  généralement. 

I.  —  Cas  d'une  seule  vai^iable. 

D'après  le  mode  de  calcul  des  coefficients  A.,  de  la 
série 

A.,<*  ■+.  A«,<>  -^  A.,<>  -f-. .  .-4-  A.,<  -h. . ., 

les  intégrales  prises  de  a  à  £  de  cette  série  et  de  la  fonc- 
tion donnéey*( x),  après  leur  multiplication  par  une  cer- 
taine fonction  \{x)  et  par  chacune  des  valeurs  de  la 


fonction  u^*^  correspondant  h  toutes  les  valeurs  en 
nombre  infini  de  Tindice  /i,  ces  intégrales  sont  égales.  Il 
en  résulte  nécessairement  que  pour  toutes  les  valeurs 
de  X  comprises  entre  a  et  i  la  somme  de  la  série  est  égale 
à  la  valeur  de  la  fonction.  En  effet,  représentons  par  ^(x) 
la  somme  de  la  série;  divisons  Tintervalle  de  a  à  b  en  p 
parties  égales;  désignons  par  h  Tune  des  parties  et  po- 
sonsa-f-A  =  Xi,  /z. -|- aA  =  Xo,.»-,  ^-h  {p  —  i)A  =  ar^_i . 
Si  p  est  infiniment  grand,  on  pourra  regarder  les  inté- 
grales, de  a  à  &,  des  deux  fonctions  f{x)  et  J'{x)  multi- 
pliées par  X(a:)z/,^,  comme  égales,  Tune  à 

Tautre  à 

la  quantité  mg  représentant  l'expression 

On  a  donc 

/nocp(a)  -hm,tp(^i)-i-..  .-h  nip^^^{Xp^^) 
r=  /no/(a)  -h  m,/(.r,)  -h.  . . 4-  rrip^J^Xp^^), 
ou 

-^  w,[^(:r,)  — /(a:j)]  H-.  . . 

+  m^_,[c?(^p_,)— /(^p-i)=o. 

Cette  égalité  doit  avoir  Heu  pour  une  infinité  de  sys- 
tèmes i  de  valeurs  des  quantités  m^,  77i| ,  m2, .  • .  •  fnp_i, 
indépendants  entre  eux,  correspondant  à  toutes  les  va- 
leurs en  nombre  infini  de  Tindice  /z;  ce  qui,  d'après  la 
théorie  des  équations  linéaires,  exige  que  Ton  ait 

(p(a)— /(a)  =  o,     ç(.r»)— /(x,)  =  o, 
c'est-à-dire  que  les  fonctions/^(,r)  cl  'f(.r)  prennent  les 


{   "7  )  ^ 

mêmes  valeurs  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entre  a 
et  b. 

On  peut  donc  écrire,  quand  le  coefficient  A,,  est  déter- 
miné par  la  règle  ci-dessus, 

/(^)  =  2A..w... 

II.   —  Cas  de  deux  variables. 

De  même,  si  Ton  désigne  par  ç(.x',j^)  la  somme  de  la 
série 

A..U..  -+-  A.^U,,  -i-  A.,  U^  -h ...  H-  A..U^  h . . . , 

dont  les  coefficients  ont  été  formés  avec  la  fonction  don- 
néey(j:,'j^)  par  l'application  de  la  formule 

/     /  A^yy)H^^y)^^idxdy 


=  A.,f     f)\{x,y)\}ldxdy, 


on  a,  pour  chacune  des  valeurs  en  nombre  infini  de  Tin- 
dîce  71, 

l'intervalle  dejt:=a  à  x  =  b  étant  supposé  partagé  en 
s  parties  égales  à  A  et  celui  dej^  =  c  à  j^  =  rf  en  t  parties 
égales-à  /r,  Xp  et  ^^représentant  respectivement  a  -h  ph 
et  c-h^k^  et  nipç  étant  la  valeur  du  multiplicateur 
A(a:,  y)l]^.hk  pour  a:  =  o:^  et  j^  =J>V 
Celte  égalité  peut  s'écrire 

P  =  I  Y  =.  1 


(  "8  ) 
et,  comme  elle  a  lieu  pour  une  infinité  de  systèmes  indé- 
pendants de  valeurs  des  coefficients  m^,,^,  correspondant 
chacun  à  chacune  des  valeurs  en  nombre  infini  de  Tin- 
dice  n,  on  en  conclut 

c'est-à-dire  que  les  deux  fonctions  y( a:, j^)  et  cp(x,  ^') 
prennent  les  mêmes  valeurs  pour  tout  système  de  valeurs 
de  X  ely  compris  entre  x  =  a,  x=zb  et  entre  ^  =  c, 

11  convient  de  remarquer  que  ce  théorème  se  trouve- 
rait évidemment  en  défaut  dans  le  cas  où  la  fonction  u 
serait  de  sa  nature  essentiellement  paire  ou  impaire  par 
rapport  à  l'une  des  variables  et  où  on  rassujctlirait  a 
fournir  le  développement  en  série  d'une  fonction  im- 
paire ou  paire  de  cette  variable  entre  deux  limites  —  a, 
H-  a  égales  et  de  signes  contraires. 


QUELQUKS  PROPRIÉTÉS  D'UNE  CLASSE  DE  COURBES 

SPIRALES; 

Par  m.  LAQUIKRK. 


Recherchons  les  courbes  dont  la  tangente  tourne 
as^ec  une  vitesse  angulaire  d'orientation  proportion- 
nelle à  celle  du  rayon  vecteur  mené  d^un  pôle  fixe  au 
point  de  contact. 

Cette  définition  caractérise  une  sorte  de  spirale  s*in- 
iléchissant  d*un  mouvement  uniforme  sur  le  rayon 
vecteur  p  quand  celui-ci  tourne  lui-mcmc  d'un  mouve- 
ment uniforme.  Si  nous  désignons  par  -  le  coefficient 
dUnflécliissement  et  par  \  Tangle  sous  lc([ucl  la  courbe 


(  "9) 
coupe  le  rayon  vecteur,  on  aura,  en  prenant  pour  axe 
d'orientation  un  rayon  vecteur  normal, 


d\ 

—  —  dtJùj 
P 

* 

\ 

I             t: 

-■  —  0)  H » 

P             '^ 

p  dta 

d? 

—  tangV  — 

(0 

cos  - 

p. 

sin  — 
P 

d'où  Téquation  générale  des  courbes,  en  coordonnées 
polaires, 

(P)  p  =  aco6P-- 

p 

Si  p  est  positif,  l'angle  V  augmente  en  môme  temps 
que  l'angle  polaire  co,  et  la  courbe  est  tout  entière  com- 
prise dans  l'intérieur  du  cercle  p  =  a,  de  rayon  égal  h  la 
normale  à  l'origine. 

Si  p  est  négatif  (=  —  ^pour  mettre  le  signe  en  évi- 
dence), l'angle  Y  diminuera  quand  to  augmentera  et  Ja 
courbe  sera  tout  entière  extérieure  au  cercle  décrit  du 
pôle  comme  centre  avec  la  normale  k  l'origine  pour 
rayon.  Cette  courbe 

(Q)  pcos^  —  =  a 

est  la  réciproque  par  rayons  vecteurs  de  la  courbe 

(P)  p  =  acos'7  — 

du  premier  système. 

Suivant  que  p  est  positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  que 
Tes  courbes  appartiennent  à  la  première  série  (P),  cour- 
bes fermées,  ou  à  la  seconde  (Q),  courbes  a  branches 
infinies,  les  rayons  vecteurs  tangents  au  pôle,  ou  les 
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asymptotes  correspondent  aux  directions  telles  que 


—  —  > 

P  -^ 


k  étant  un  entier  quelconque. 

Les  points  de  contact  sur  le  cercle  p  =  a,  ou  som- 
mets de  la  courbe,  correspondent  aux  directions  telles 
que 

Les  rayons  vecteurs  normaux  sont  axes  de  là  courbe. 
.    Il  en  est  de  même  des  rayons  vecteurs  tangents  lorsque /^ 
est  pair. 

Boiœles.  —  Chaciue  lois  que-  varie  de ^a  — > 

la  courbe  donne   un  arc  composant  une  demi-boucle 

d'amplitude  angulaire/?  -•  Lorsque  -  varie  ensuite  d'une 

••»'y     1     J     (siA- -4-1)1:   ,   (2A--t-2)r  ,    .      ^      . 

quantité  égale  de  ^^^ —  a  ^^ — —9  on  obtient,  si  p 

est  pair,  une  demi-boucle  symétrique  de  la  précédente 
par  rapport  au  rayon  vecteur  de  contact  (ou  parallèle  à 
l'asymptote)  et,  si  p  est  impair,  une  demi-boucle  symé- 
trique au  contraire  par  rapport  à  la  normale  au  point  de 
jonction. 

Les  deux  demi-boucles  forment  dans  le  second  cas  un 
arc  continu  symétrique  par  moitiés  ;  dans  le  premier, 
elles  ont  l'apparence  d'un  arc  symétrique  ayant  sur  son 
axe  de  symétrie  un  point  de  rebroussement  de  première 
espèce.  Ce  point  de  rebroussement  pourra  être  simple- 
ment apparent  si  la  courbe  est  à  centre  et  peut  alors  être 
décrite  d'un  trait  continu  par  une  autre  succession  des 
arcs  partiels;  il  sera  réel  si  la  courbe  n'a  pas  de  centre 
au  pôle.  Dans  ce  dernier  cas,  la  seconde  demi-boucle  peut 
iHri!  réelle^  cm  bien  disparaître  si  />  avait  une  valeur  frac- 
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tionnaire  irréductibleà  dénominateur  pair  ^  alors  la  demi- 
boucle  précédente  présenterait  au  pôle  une  apparence 
de  point  d'arrêt.  Toutefois  ce  point  d'arrêt  ne  serait 
qu'apparent  au  point  de  vue  graphique.  Le  rayon  de.  dé- 
part, normal  à  la  courbe,  étant  en  cfl'etaxede  symétrie, 
en  faisant  tourner,  à  partir  de  sa  position,  le  rayon  vec- 
teur en  sens  inverse,  il  repasse  symétriquement  par  les 
mêmes  valeurs  en  complétant  la  boucle  d'une  partie  sy- 
métrique qui  la  ferme  en  présentant  un  point  angulaire 
au  lieu  du  point  d'arrêt. 

En  réalité,  une  boucle  complète  correspond  à  la  varia- 
tion d*angle  -  de à  -+-■;->  ayant  pour   amplitude  de 

rotation /7t:. 

La  courbe  se  compose  d'une  succession  (limitée  ou 
indéGnie)  de  boucles  égales  disposées  en  rayon  autour 
du  pôle,  milieu  de  toutes  les  boucles. 

JNous  n'entrerons  pas  dans  les  détails  de  la  discussion 
descriptive  des  variétés  de  ces  groupes  qui  sont  enfantées 
par  les  diverses  .hypothèses  à  faire  sur  les  valeurs  res- 
pectives de  m  et  /z,  si  Ton  fait  d'une  manière  générale 

p=— •  Cette  discussion,  d'ailleurs  fort  intéressante, 

mais  des  plus  faciles,  peut  se  résumer  en  quelques  mots, 
ainsi  qu'il  suit. 

Description.  —  Les  courbes  spirales  à  inflexion  pro- 
portionnelle, telles  que  la  variation  d'inclinaison  de  la 

tangente  sur  le  rayon  vecteur  soit  dans  le  rapport  — 
avec  la  rotation  de  celui-ci  (  V  variant  de  tz  quand  lo 
croit  de  aa  =  —  7r)>  se  composent  de  m  boucles  d'ampli- 


ni 

ht: 
m 


lude  anirulaire  commune  é;;ale  à  — •'  Ces  boucles,  toutes 
égales  entre  elles  dans  une  même  courbe,  sont  disposées 
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m 


de  la  manière  suivante,  en  supposant  la  faction  — 
rendue  irréductible  : 

Premier  cas  :  ni  et  n  impairs,  —  m  boucles  décrites 
d*un  trait  continu,  alternativement  dans  l'angle  du  rayon 
vecteur  et  dans  son  opposé  par  le  sommet.  Les  angles 

du  plan  d'amplitude  aa  =  —  tc sont  alternativement  oc- 

cupés  par  les  boucles  et  vides.  Leurs  circonvolutions 
font  n  fois  le  tour  de  la  circonférence. 

Deijxièmb  cas  :  n  pcùr^  m  impair.  —  m  boucles  joîn- 
tives  à  rebroussemcnt  de  première  espèce.  Les  circon- 
volutions n'occupent  qu'un  arc  de  rotation  de  -  circon- 
férences. 

•TaoïsiÈMK  CAS  :  m  pair^  n  impair.  —  Courbes  à  cen- 
tre, formées  de  m  boucles  disjointes,  se  réunissant  au 
centre  par  les  points  anguleux  dont  les  branches  ont 
le  même  écartemcnt  que  l'amplitude  de  la  boucle. 

Les  deux  branches  symétriques  par  rapport  au  centre 
forment  par  leur  réunion  une  ganse  à  centre  et  à  double 

inflexion.  La  courbe  entière  se  compose  de    —  ganses 

pareilles,  séparées  par  des  espaces  vides  d'amplitude 
angulaire  égale  à  la  leur,  et  occupant  par  moitié  un 
espace  angulaire  de  n  circonférences  successives. 


Quatrième  cas  :  —  incommensurable, — Cecas,  mul- 

tiple  et  analogue  en  ses  trois  divisions  aux  trois  précé- 
dents, en  diffère  uniquement  en  ce  que  le  nombre  de 
boucles,  toujours  identiques  entre  elles,  est  indéfini,  ainsi 
que  le  nombre  de  circonvolutions  de  la  courbe. 

Suivant  la  nature  des  termes  m  et  n  de  la  fracrtion,  la 
courbe  partagera  les  caractères  généraux  de  la  classe 
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correspondante  de  courbes  à  coefficient  d'infléchisse- 
ment commensurable,  savoir  : 

1°  Courbes  à  trait  continu,  à  rayons  vecteurs  alterna- 
tivement positifs  et  négatifs  pendant  une  amplitude 
déterminée; 

2"*  Courbes  à  rebroussement  de  première  espèce  com- 
posées d'une  succession  indéfinie  de  boucles  jointives 
identiques; 

3°  Courbes  à  centre,  formées  d'une  série  de  ganses  à 
centre  et  à  double  inflexion,  se  succédant  indéfiniment 
en  laissant  entre  elles  des  intervalles  angulaires  vides 
égaux  à  leur  amplitude. 

Propriétés  remarquables  de  ces  courbes,  —  Cher- 
chons la  dislance  8  du  pôle  à  la  tangente,  rayon  vecteur 
du  point  correspondant  de  la  podaire  du  foyer  par  rap-  < 
port  à  la  courbe. 

Soit  8  Torientation  polaire  de  la  perpendiculaire  3  à 
la  tangente;  on  voit  immédiatement  que 

e  =  0) -^  V  -  ^  =  to  ^ -^  -  j  , 
à'oxx 

(X)  fï  =  _L.  =  v  --^. 

Dans  cette  relation,  Tangle  V  représente  à  la  fois 
l'inclinaison  du  rayon  vecteur  (p,  w)  sur  la  courbe  pri- 
mitive (p)  et  celle  du  rayon  vecteur  (8,  8)  sur  la  po- 
daire, angles  égaux  à  simple  inspection  de  la  figure  dans 
laquelle  la  normale  à  la  podaire  va  passer  par  le  milieu 
du  rayon  vecteur  de  la  courbe. 

On  voit  par  suite  que  la  podaire  d'une  spirale  à  in- 
flexion proportionnelle  à  la  rotation  du  rayon  vecteur 
est  une  spirale  de  même  nature,  se  déduisant  de  la  pre- 
mière par  la  simple  substitution  de  [p  -f-  i)  à/;. 
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Le  rapport  du  mouvetnent  angulaire  de  la  tangente 
par  rapport  au  rayon  vecteur  au  mouvement  angulaire 
absolu  de  celui-ci  étant,  pour  la  courbe  primitive, 


dW       1 
dta       p 

m 
n 

aire,  de 

d\          1 

m 

d^         p~r-  \ 

n-\-  m 

et  au  contraire  pour  la  courbe  antipodaire,  dont  la  pri- 
mitive est  la  podaire,  de 


dV  I  m 


S'il  s*agit  de  courbes  à  branches  infinies,  nous  met- 
trons les  signes  en  évidence  en  faisant  —  p  =  ^ ,  et  nous 
aurons  pour  leur  équation 


p  cos'î'  —  =  a. 
L'équation  de  la  podaire  de  cette  courbe  est 

P  cos^"* =  a  ; 

celle  de  son  antipodaire 

p  cos^-*-* =  a, 

q  r-i 

Distance  de  la  tangente  au  pôle,  —  La  distance  8  du 
pôle  à  la  tangente  à  la  courbe  /?,  rayon  correspondant 
de  sa  podaire,  a  pour  valeur 

&  =  psinv  =p  cos  -  0)  =  of  cos''-*-*  —  • 

/>  P 

Elle  ne  peut  devenir  nulle  ou  infinie  que  lorsque 
cos-  est  lui-même  nul,  c'est-à-dire  pour  les  points  ex- 
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Irèmes  des  boucles  ou  spires  successives  pour  lesquelles 
p  est  soit  nul,  soit  infini.  Il  n'y  a  donc  d'autres  tangentes 
passant  au  pôle  que  les  tangentes  aux  points  où  les  bou- 
cles se  croisent  au  pôle  et  les  asymptotes. 

Asymptotes,  —  La  distance   3  des  asymptotes   aux 
branches  infinies  est  donnée  par  Texpression 

•s  W 

Trois  cas  sont  à  considérer  relativement  à  leur  posi- 
tion : 

1**  ^  <^  1 ,  8  =  o.  —  Branches  hyperboliques  dont  les 
asymptotes  passent  toutes  au  pôle.  C'est  le  cas  de  ni^  ^  n^. 

2°  y  =  I,  8  r=  rt.  —  Cas  singulier.  Droite  à  dislance 
finie  du  pôle. 

3^  ^>i,  0  =  00.  —  Toutes  les  branches  sont  para- 
boliques. C'est  le  cas  de  iri^<C^  n?. 

Ainsi,  lorsque  m  et  n  sont  de  signes  contraires,  les 
branches  inGnies  seront  paraboliques  ou  bien  auront 
des  asymptotes  issues  du  pôle  suivant  que  n  sera  de  va- 
leur absolue  supérieure  ou  inférieure  à  celle  de  m. 

Remarque,  — Les  courbes  [p)  et  les  courbes  [q)  pour 
lesquelles  les  arguments /7  et  q  ontlaniême  valeur,  étant 
évidemment  transformées  l'une  de  l'autre  par  rayons 
vecteurs  réciproques  issus  du  pôle,  les  asymptotes  des 
courbes  [q)  ou  cercles  de  courbure  de  leurs  points  à  l'in- 
fini sont  les  transformées  des  cercles  de  courbure  des 
courbes  [p)  en  leurs  points  situés  au  pôle.  Il  en  résulte 
les  valeurs  suivantes  pour  Itîs  rayons  de  courbure  des 

branches  au  pôle,  lorsque  -  =  --'  est  positif  : 

1**  Infinis  pour  />  <^  i ,  soit  ni  ^  //  ; 

2**  -Egal  à  -  pour  p  z=  i  ^  soit  m  =  n  ^ 

3^*  Nuh  pour/;  ^  i,  soit  m  <^  n. 
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Les  courbes  pour  lesquelles  m  ^  n  sont  donc  infi* 
niment  aplaties  au  pôle  \  celles  pour  lesquelles  m  <^n 
y  sont  înOniuient  courbées  y  présentent  un  point  cir- 
culaire. Les  premières  y  présentent  une  inflexion  dans 
les  courbes  à  centre,  ou  un  point  angulaire  dans  les 
courbes  n'ayant  pas  de  centre. 

Rayon  de  courbure,  —  L'orientation  6  de  la  normale 
étant  liée  à  celle  co  du  rayon  vecteur  par  la  relation 

o)  _       0 
P  ~  P-^  i' 

le  rayon  de  courbure  R  aura  pour  valeur 


R 


fl?B        sinV        o -f- I  sinV 


Or,  désignant  par  N  la  longueur  de  la  normale  limi- 
tée à  la  perpendiculaire  menée  au  rayon  vecteur  par  le 
pôle,  cette  relation  équivaut  à 

Le  rayon  de  courbure  est  dans  un  rapport  constant 
avec  la  normale  (longueur  limitée  à  la  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur).  Cette  remarquable  propriété  pourrait 
servir  de  définition  au  genre  de  courbes  considéré. 

11  en  résulte  que  le  rayon  de  courbure  sera  nul  ou 
infini  en  même  temps  que  la  normale  (sauf  le  cas  de 
pz=^  —  i).  Il  ne  peut  donc  être  nul  qu'au  pôle,  et  infini 
qu*à  Tintini  ou  lorsque  le  rayon  vecteur  est  tangent  à  la 
courbe.  On  retrouve  les  conclusions  déjà  obtenues  au 
sujet  des  asymptotes  et  des  points  circulaires.  Si  pH- 1  =o, 
la  courbe  est  une  droite  et  R  =  oo  en  tous  ses  points. 

La  courbe  ne  peut  avoir  d'inflexions  qu'au  pôle.  Ce 
fait  résulte  a  priori  de  ce  que,  le  mouvement  angulaire 
absolu  de  la   tangente  étant  proportionnel  a  celui  du 
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rayon  vecteur,  est  toujours  de  même  sens  que  celui  de 
ce  dernier,  ou  toujours  de  sens  contraire,  et  par  suite  de 
sens  invariable. 

Remarque  I,  —  De  tous  les  cercles  tangents  aux 
courbes  passant  par  le  pôle,  aucun  ne  saurait  être  cercle 
de  courbure  au  point  de  contact,  puisqu'il  se  transfor- 
merait avec  la  courbe  réciproque  en  une  tangente  passant 
au  pôle  touchant  la  courbe  en  un  point  à  distance  finie. 

Remarque  II.  —  Les  rayons  de  courbure  de  deux 
courbes  de  paramètres  différents  en  des  points  situés  sur 
les  mêmes  rayons  vecteurs  sont  dans  le  rapport 

—  —  P(P'~^^)  ^  —  £  sinV  p(p'-^i) 
^'  "/>'(/>  H- 0  N'  ""  p'  sinV'/?'Cp-hi)* 

Remarque  III.  —  Si  Toti  considère  les  deux  cour- 
bes [p)  et  (/;'),  telles  que 

/>+/>'  =  -!, 

la  courbe  /;'=  —  (^H-i)  sera  réciproque  de  la  po- 
daire  de  (;?),  et  par  conséquent  sa  polaire  réciproque  par 
rapport  au  cercle  de  transformation  p  =  a.  L'angle  des 
deux  tangentes  aux  points  des  deux  courbes  situés  sur  le 
même  rayon  vecteur  sera 


Si  Ton  considère  les  courbes  définies  par  les  trois  pa- 
ramètres 

I 


1 

T 

P 

/?-h  1 

m 

m 

n 

/i  -1-  m 

soit 

—  m 


m  -T-  n 


c'est-à-dire   une  courbe,   sa  podaire  et  sa  polaire  réci- 
proque, appartenant  toutes  les  trois  h  la  même  division 
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(courbes  continues,  courbes  h  rebroussement,  courbes 
à  centre)^  le  nombre  m  des  branches  reste  le  même, 
mais  leur  amplitude  dans  les  deux  dernières  est  de  tz  su- 
périeure à  celle  de  la  première  pour  chaque  boucle, 
comme  il  est  du  reste  évident  à  priori,  puisque  les 
rayons  extrêmes  de  la  podaire  sont  les  perpendiculaires 
sur  les  rayons  extrêmes  de  la  courbe  primitive  symé- 
triques Tun  de  Tautre  par  rapport  au  rayon  vecteur  nor- 
mal, axe  commun  aux  trois  courbes. 

Remarque  IV.  —  L'angle  des  tangentes  aux  extré- 
mités de  deux  rayons  vecteurs  est  égal  à  la  fraction 
constante 

1               7?  —  I        m  -^-  n                         I        r/  —  i 
— \-\~  ' =  ,      nu      I — ♦ 

P  P  f'  7  <7 

de  l'angle  de  ces  rayons  vecteurs. 

Remarque  V,  —  Comme  corollaire  :  Les  tangentes 
aux  n  points  d'intersection  d'un  même  rayon  vecteur 
avec  les  diverses  boucles,  ou  branches,  sont  parallèles  aux 
côtés  d'un  polygone  régulier  de  o.n  côtés.  En  effet,  les 
angles 

correspondant  aux  rotations 

(o  H-  [o,  T,  2i:,  . . . ,  {n  —  \)T^  \ 
sont  respectivement  égaux  à 

— ! A I  O,  7r,  2?:,   ...,(/i  —  O^ïrl. 

'^       P       P 

Remarque  VI.  —  Si  Ton  considère  une  même  courbe 
(p)  dans  deux  positions  ne  différant  que  par  l'orientation 
de  leurs  axes  faisant  autour  du  pôle  commun  l'angle  ^, 
les  tangentes  aux  points  situés  sur  le  même  rayon  vec- 
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leur  dans  l'une  et  Tautre  courbe  seront  inclinées  Tune 

sur  Tautre  de  T angle  -  •  En  conséquence  : 

Remarque  VII.  —  Si  Ton  a  une  série  de  courbes  (p) 
de  même  pôle  et  houio  thé  tiques,  elles  auront  pour  tra- 
jectoires orthogonales  la  série  des  courbes  (p),  sem- 
blables, de  même  pôle  et  dont  les  axes  sont  inclinésde 

l'angle  p  -  sur  ceux  des  premières. 

Les  trajectoires  coupant  toutes  les  courbes  de  la  série 

sous  ranfi:le  constant  -  sont  les  courbes  semblables,  dés- 

orientées  de  l'angle  ^. 

Caustiques  par  réflexion  du  pôle.  —  Le  pôle  étant 
considéré  comme  point  lumineux,  la  caustique  secondaire 
de  la  courbe 


sera  la  courbe 


(0 

p  =  a  cos/'  — 
P 


4-i 


P 

on  sait  en  construire  le  centre  de  courbure,  ou  point 
brillant.  La  caustique  par  réflexion  du  pôle  sur  la  courbe 
considérée  comme  miroir  est  donc  connue  par  points. 


THÊeRÈNE  DE  GÊONéTRlE  ( ' )  ; 

Par  m.  Ernest  CESÀRO. 


Parmi  toutes  les  droites  invariablement  reliées  au 
trièdrc  formé  par  la  tangente,  la  bi normale  et  la  nor~ 
maie   principale  en  un   point   M    quelconque    d'une 

(')  Généralisation  d'un  théorème  de  M.  Appell. 
yinn.  de  Mathémat,,  3"  série,  t.  II.  (Mars  i883.)  y 
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courbe,  autre  qu'une  hélice,  il  ny  a  tjue  les  droites 
suivantes  qui  engendrent  une  surface  développable  : 

1°  La  tangente,  et  les  parallèles  à  la  tangente  si^ 
tuées  dans  le  plan  tangent; 

2°  La  droite  polaire,  et  les  parallèles  à  la  droite 
polaire  situées  dans  le  plan  mené  par  cette  droite 
parallèlement  au  plan  tangent  ; 

Z^  Les  tangentes  à  la  parabole  du  plan  osculateur, 
qui  a  son  sommet  en  M,  son  foyer  au  centre  de  cour- 
bure  ; 

4°  Les  tangentes  à  la  parabole  du  plan  normal,  qui 
a  son  sommet  au  centre  de  courbure,  son  foyer  en  M. 

I.  On  sait  que  la  conditioa  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  la  droite  représentée  par  les  équations 

X  —  X Y  —  y Z  —  z 

A      ~  ~~B^  ~  ~C~ 

engendre  une  surface  développable  est 

(  {^dC  —  CdVi)dx-^{Cdk  —  kdC)dy 
^'^  ^  '    {kdB  —  Bdk)dz—o. 


Prenons  comme  axes  la  tangente,  la  binormale  et  la 
'  normale  principale  en  un  point  M  de  la  courbe,  et  con- 
sidérons le  trièdre  formé  par  les  mêmes  droites,  au 
point  ]\r  iniinimcnt  voisin.  On  trouve  aisément  que  les 
cosinus  directeurs  des  anciennes  directions  des  arêtes  du 
trièdre,  par  rapport  aux  nouvelles,  sont 

T I,     o.     E, 

H ■        o,         I  ,         T, 

N £,        T,,  I, 

£  et  r,  étant  les  angles  de  contingence  et  de  torsion. 
Parmi  les  huit  trièdres  trirectangles  formés  par  les  trois 
droites  en  question,  on  a  choisi  celui  qui  contient  l'élé- 


• 
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ment  de  courbe  MiM'.  Soient  D,  IV  deux  positions  infi- 
uiment  voisines  d*une  droite  invariablement  liée  au 
trièdre.  Soient  A,  B,  C  les  cosinus  directeurs  de  D  par 
Rapport  aux  anciens  axes,  ou  de  ly  par  rapport  aux  nou- 
veaux. Une  formule  connue  donne  immédiatement 

A  H- //A  =  cos(D',  T)  =  A  —  Cs, 

B  -+-  e/B  =  cos(D',  B)  =  B  —  Ct,, 

C-{-dC  —  cos(D',  N)  =  Ae  -f-  Br.  -h  C, 
d'où 

/  rfA  — -Ce, 

•        e/B  =  -CTi, 

(  dC  —  Az-hBr,, 

Des  considérations  analogues  nous  donneraient 

djc  =z  —  tz  -{-  ds^=  (p  — z)ty 
dy—  —  riz, 
e/i»  =  s  j?  -I-  T,  y. 


( 


Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  Tégalité  (i),  celle-ci  de- 
vient 

B(C^  — A5  — Ap)e'î-4-A(B5  — Gr)v 
— [A(C.x-— A;;— Ap)h-B(B/— G7)~p]cT,=o. 


Si  la  courbe  n'est  pas  une  hélice,  le  rapport  -  varie,  et 

il  faut,  pour  que  la  condition  ci-dessus  soit  remplie, 
que  les  coeflficients  de  e-,  r^^,  £7^  soient  séparément  nuls. 
On  doit  donc  avoir 

/  B(Ca:  —  \z  —  Ap)=:o, 
(2)  A(B5-Gv)-:o, 

(  A(Ca:  — A5  — Ap)4-B(B^~Gj)=^p. 

On  ne  peut  supposer  A  et  B  nuls  tous  les  deux,  ou  tous 
les  deux  différents  de  zéro,  car,  dans  l'un  et  l'autre  cas, 
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]a  troisième  des  conditions  (a)  ne  serait  pas  remplie. 
Nous  devons  donc  supposer  B  nul  et  Â  différent  de  zéro, 
ou  bien  l'inverse. 

II.  R  =  o  (parallèles  auplanosculateur).  On  doit  avoir 

(  A(Cx--A5)=:(i  — A=)p. 

l '^  C  ==  o  (  A  =  f ,  parallèles  à  la  tangente  ) .  La  deuxième 
condition  devient  z  =  o  (plan  tangent). 

o."  ^=  o  (plan  osculateur).    En   posant   À=cosw, 


C  -=  sinw,  la  deuxième  condition  devient 


(3) 


JT  sinto  costo  —  z  cos'O)  -=.  p  sm-co. 


Soit  AB  la  position  de  la  droite  pour  une  valeur  déter- 
minée de  (0.  On  a,  en  faisant  z  =  o  dans  1  équation  (3), 

MA  ziz  p  tangco. 

Or,  si  Ton  élève  AG  perpendiculaire  à  AR,  on  a  évi- 
demment 

MA  =  MC  tanjço), 

d*où  Ton  conclut  que  G  est  le  centre  de  courbure.  L'en- 
veloppe des  droites  AR  est  donc  Tantipodaire  de  MT 
par  rapport  au  pôle  G.  G'est,  d'après  une  propriété 
connue,  la  parabole  ayant  son  sommet  en  M  et  son 
foyer  en  C. 
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111.  A  --  o  (parallèles  au  plan  normal).  On  doit  avoir 

(  Cx  i=:0, 

|B(B:;-Cj)  =  o. 

i"C=o(B  =  i,  parallèles  à  la  binormale).  La 
deuxième  condition  devient  ;;  =  p  (plan  mené  par  le 
centre  de  courbure  parallèlement  au  plan  tangent). 

2**  X  =  o  (plan  normal).  En  posant  R=cos(i), 
C  =  sincj^  la  deuxième  condition  devient 

^cos-o) — ^'sinto  cosw  m  p, 

ou  bien,  si  l'on  transporte  l'origine  en  C, 

z  cos'to  — j'sino)  cosco  =  p  sin*a). 

Cette  équation  ne  diflère  de  l'équation  (3)  que  par  le 
changement  de  p  en  —  p  (et  de  a:  en  j').  L'enveloppe 
des  droites  qu'elle  représente  est  donc  une  parabole 
égale  à  la  première,  mais  tournée  en  sens  inverse,  c'est- 
à-dire  ayant  son  sommet  en  C  et  son  foyer  en  M. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE  DES  QUESTIONS  1395  ET  1387 

(voir  r  série,   t.  I,  p.    U3  et  1411; 

Far    m.    g.    CHATEAU, 

Élève  du  Lycée  Condorcet. 


Par  un  point  quelconque  M  d'une  hyperbole,  on 
mène  des  droites  parallèles  aux  asymptotes  ;  par  un 
autre  point  A  pris  arbitrairement  sur  l'hyperbole,  on 
mène  deux  cercles,  tangents  aux  asymptotes  et  ayant 
leurs  centres  sur  Vaxe  transiter  se  de  la  courbe  :  dé- 
montrer que  ces  deux  droites  et  ces  deux  cercles  sont 
tangents  à  un  même  cercle, 

(considérons  le  cercle  O  comme  la  directrice  d'un  cône 


(  >34  ) 
dont  le  sommeL  se  projette  en  S,  le  contour  apparent  du 
cône  se  composant  des  asymptotes  de  Thyperbole. 

Supposons  que  nous  fassions  glisser  ce  cône  parallèle- 
ment à  lui-même,  de  manière  que  son  sommet  décrive  la 
verticale  du  point  S  perpendiculaire  au  plan  de  la  figure  : 


le  cercle  d'intersection  avec  le  plan  de  base  se  déplacera 
en  restant  tangent  au  contour  apparent  primitif,  et  il 
arrivera  un  moment  où  le  cône  transporté  aura  pour  di- 
rectrice la  circonférence  O^  dans  le  plan  de  base  ^  soit  S| , 
coïncidant  avec  S,  la  projection  du  sommet  transporté . 
Je  dis  que  l'hyperbole  est  précisément  la  projection  de 
l'intersection  de  cçs  deux  cônes. 

En  effet,  ces  deux  cônes,  étant  homothétiques,  ont  une 
section  plane  commune  à  l'infini  :  ils  se  coupent  donc 
suivant  une  seconde  «courbe  plane,  et,  comme  les  généra- 
trices de  contour  apparent  sont  parallèles,  cette  courbe 
est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  à 
ces  génératrices  de  contour  apparent,  et  de  plus  situées 
dans  les  plans  tangents  suivant  ces  génératrices.  D'ail- 
leurs cette  hyperbole  passe  par  les  deux  points  A  et  B, 
puisque  ces  points  sont  à  la  fois  situés  sur  les  deux  bases. 
Donc  Fhyperbole  d'intersection  a  bien  pour  projection 
l'hyperbole  donnée. 
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Cela  posé,  considérons  un  point  quelconque  M  de  Tin- 
tersection  et  joignons-le  aux  deux  sommets;  puis  suppo- 
sons que  nous  fassions  glisser  ]e  cône  S  parallèlement  h 
lui-même,  de  façon  qu'il  ait  toujours  la  génératrice  SM 
commune  avec  le  cône  primitif  :  il  lui  sera  tangent. 
Amenons  le  sommet  S  en  M  :  alors  le  cône  ainsi  trans- 
porté aura  sa  section  par  le  plan  de  la  figure  tangente  à 
la  base  O  du  premier  cône.  Supposons  maintenant  que 
nous  fassions  subir  la  même  opération  au  cône  S|  :  une 
fois  le  sommet  S|  aoiené  en  M,  le  cône  ainsi  transporté 
sera  également  coupé  par  le  plan  de  la  figure  suivant  un 
cercle  tangent  à  0| .  Mais,  le  cône  Si  n'étant  que  le  cône  S 
.  transporté  parallèlement  a  lui-môme,  les  deux  cônes  S 
et  S|,  transportés  de  manière  à  avoir  leur  sommet  en  M, 
coïncident.  Leur  base  Oo  est  donc  à  la  fois  tangente  aux 
deux  cercles  O  et  0«  ;  et,  de  plus,  comme  elle  est  tracée 
sur  Iç  cône  qui  a  son  sommet  en  M,  elle  est  tangente 
au  contour  apparent  de  ce  cône,  c'est-à-dire  aux  pa- 
rallèles aux  asymptotes  de  l'hyperbole  menées  par  M. 

Les  deux  génératrices  de  contact  SM,  S|M  ayant  même 
projection,  il  en  résulte  que  la  droite  SM  passe  par  les 
points  de  contact  du  cercle  O2  avec  les  deux  premiers. 

II  résulte  de  la  démonsU'ation  précédente  qu'en  faisant 

varier  le  point  M  sur  l'hyperbole,  le  cercle  O2  se  déplace 

.  en  restant  tangent  aux  deux  premiers,  les  tangentes  à  ce 

cercle  issues  de  M  restant  parallèles  aux  asymptotes  de 

l'hyperbole.  On  a  donc  ce  théorème  : 

Soient  deux  cercles  fixes  C  et  C  tangents  aux 
droites  DetT/'^on  considère  un  cercle  variable  K  i/ui 
touche  C  et  Cf  et  on  lui  mène  des  tangentes  parallèles 
àD  et  àiy  :  le  lieu  de  leur  point  de  rencontre  est  une 
hyperbole  passant  par  les  points  de  rencontre  à  distance 
finie  des  cercles  C  et  G  et  ayant  D  et  Df  pour  asym- 
ptotes. 
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Supposons  que,  au  lieu  de  déplacer  le  cône  S  sur  la  ver- 
ticale SSi  d'un  même  côté  du  plan  de  la  figure,  nous  le 
déplacions  de  manière  à  Tamener  en  Si  de  Tautre  côté 
du  plan  par  rapport  à  S  :  alors  ce  sera  la  seconde  nappe 
du  cône  qui  sera  coupée  par  le  plan  de  base.  Les  raison- 
nements faits  précédemment  s'appliquent  également  à  ce 
cas. 

Si  l'un  des  systèmes  de  tangentes  communes  aux  deux 
cercles  est  imaginaire,  les  deux  cônes  ont  alors  un  sys- 
tème de  plans  tangents  communs  imaginaires,  puisque  la 
trace  du  plan  tangent  commun  aux  deux  cônes  est  pré- 
cisément la  tangente  commune  aux  deux  bases.  Or  on 
voit  que,  dans  ce  cas,  Tintersection  des  deux  cônes  est 
une  ellipse.  La  projection  de  cette  ellipse  est  donc  le  lieu 
des  points  de  rencontre  des  droites  imaginaires  tangentes 
au  cercle  variable  et  menées  parallèlement  aux  deux 
tangentes  communes  imaginaires  :  ce  lieu  est  réel. 


SOLUTION  ANALYTIQUE  DES  QUESTIONS  1387  ET  1S95^ 

Par  m.  L.  GHAUGHAT, 

Élève  du  Lycée  Condorcet. 


Prenons  pour  axes  les  bissectrices  de  l'angle  des  tan- 
gentes communes  D  et  ry^  soit  tangcp  le  coeflicicnt  angu- 
laire de  D.  Le  cercle  C  a  pour  équation 

ijr  —  a  )2  -+-  yS  =  ri*  sin*  © 
OU 

Le  cercle  (^  a  pour  écjualion 
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Soient  (  ^9  (3  )  le  centre  de  Tun  des  cercles  mobiles  el  a 
le  rayon  de  ce  cercle.  Un  point  du  lieu  sera  donné  par 
rintersection  d'une  parallèle  j^=p  à  Taxe  des  ^  et  d'une 
droite  dont  la  distance  au  point  (a,  ^)  est  égale  à  X.  On 

aura  donc 

(a— a)'  -h  ^^=  (as'ino  -h  X  )', 

(a— -ai)» H-  3*=  (aisino-f-  X)'» 
7  =  itang<pH-/i, 

7  =  ?, 

— . : —  —  ^• 

VH-tang*ç 

Remplaçant  ^  par  j^  et  supprimant  la  quatrième  équa  - 


tion,  ou  a 


(i)  (a  —  a)*  -H/*=  (asino -h  X)*, 

(a)  (a  —  ai)*-h7*=  (aisincp-hX)*, 

(3)  7  — /i  =  ;a7tangcp, 

7  — atang?  — n  _. 

(4)  — y  ,  ^  —  ^• 

yi  H-  tang*cp 

Remplaçant,  dans  Téquation  (4)îJK  —  ^  J?^^  sa  valeur 
tirée  de  Téquation  (3),  il  vient 

(5)  (x  —  a)sincp  =  X." 

Si  l'on  ordonne  l'équation  (i)  en  û,  on  aura  une  équa- 
tion du  deuxième  degré  dont  les  racines  seront  a  et  a^. 
De  cette  équation 

a*cos*©  —  2cr(a  ■+■  X  sin©)-t- y*-+-  x* —  X»  =  o, 
on  tire 

(6)  (a -H  ai)co8*cp  =  aa-h  2X  sin<p, 

(7)  a^i  cos* «p  =  7* -i- a*  —  X*. 

Les  équations  (5)  et  (6)  étant  du  premier  degré  en  a  et  A, 
on  les  résout,  et  Ton  porte  les  valeurs  trouvées  dans 
Féquation  (7)  ^  on  a  l'équation  du  lieu  demandé. 
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Les  valeurs  de  a  et  de  ).  soiU 

a  -4-  rti 
(X  = a:tan!^2<5 

^        j*sino        a -h  fit    . 
A  =  ~ sino, 

COS*Cp  2 

et  Téquation  du  lieu 

aai  COS*«P  ::r   VÏ-J-      ; X^  r-^       C0S*9, 

*  '  l         4  cos*9J    •     ^ 

ou 

4^* —  4^*  tang*cp  -h  (a- — aj)'cos*<p  =  o. 

C'est  Une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  ayant  pour 
asymptotes  les  tangentes  communes  et  passant  par  les 
points  de  rencontre  des  deux  cercles,  car  ces  points  peu- 
vent être  considérés  comme  des  cercles  de  rayon  nul 
tangents  aux  cercles  C  et  C. 

On  déduit  de  là,  en  raisonnant  comme  dans  la  solu- 
tion de  M.  Château,  le  théorème  qui  fait  l'objet  de  la 
question  1395. 

Note.  —  Solution  analytique  de  la  même  question  par  M.  Moret- 
Blanc. 
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QUESTIONS. 


1431.  Démontrer  que  l'expression 

n  L\/i-i- 1/  \/l-+-2/  \/l-h3/  J 

tend  vers ?  lorsque  n  augmente  indéfiniment. 

(E.  CesXro). 
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1432.  Parmi  les  chiârcs  de  rang  4/^ -ri  des  puis- 
sances successives  de  5,  les  chiffres  3  et  8  se  trouvent 
en  plus  petit  nombre  que  tous  les  autres.  Par  exemple, 
parmi  les  64o  chiffres  de  rang  9  (centaines  de  millions) 
de  640  puissances  successives  quelconques  de  5,  cha- 
cun des  chifires  3  et  8  se  trouve  soixante  fois,  tandis 
que  chacun  des  huit  autres  chiffres  s*y  trouve  soixante- 
cinq  fois.  (E.  CEsXno.), 

1433.  1°  Il  n'y  a  que  dix-huit  espèces  de  polyèdres 
aux  sommets  desquels  les  faces  de  même  ordre  concou- 
rent en  même  nombre. 

2®  Il  n'y  a  que  dix-huit  espèces  de  polyèdres,  dont 
chaque  face  contient  les  sommets  de  même  ordre  en 
même  nombre. 

3**  Ces  polyèdres  sont  les  seuls  susceptibles  de  devenir 
réguliers  ou  semi-réguliers.  (E.  Cesàro.) 

1434.  L'angle  de  deux  hyperboles  équilatères,  con- 
centriques, est  double  de  Tangle  de  leurs  asymptotes. 

(E.  Cesàro.) 

1435.  Quatre  semi-droites  A,  B,  C  et  D  sont  données  ; 
soient  a  le  point  où  A  est  touchée  par  le  cycle  inscrit 
dans  le  triangle  ABC,  et  d  le  point  où  D  est  touchée  par 
le  cycle  inscrit  dans  U^  triangle  DBC  :  démontrer  que  le 
point  milieu  du  segment  ad  est  sur  Taxe  radical  des 
cycles  inscrits  dans  les  triangles  ABD  et  ACD. 

(Laguerre.) 

1436.  On  peut  construire  trois  cercles  osculateurs 
d'une  parabole  qui  touchent  une  tangente  à  cette  courbe  : 
démontrer  que  cette  tangente  et  les  tangentes  aux  points 
d'osculation  touchent  un  même  cercle. 

(Laguerre.) 


(  i45  ) 


MEMOIRE  SUR  LA  THEORIE  DE  L'ÉLIMINATION^ 

Par  m.  h.  LAURENT. 


1.  Dans  ce  Mémoire,  je  me  propose  de  faire  connaître 
une  méthode  nouvelle  pour  l'élimination  de  plusieurs 
inconnues  entre  plusieurs  équations  algébriques  en 
nombre  supérieur  d'une  unité  à  celui  des  inconnues  \  le 
travail  auquel  je  me  suis  livré  jettera,  j'espère,  quelque 
lumière  sur  la  théorie  de  l'élimination. 

J'admettrai  dans  ce  qui  va  suivre  le  théorème  de  Bézout 
sur  Téquation  finale,  ainsi  que  ses  conclusions  relative- 
ment au  nombre  des  solutions  de  plusieurs  équations  à 
plusieurs  inconnues,  lorsqu'il  n'existe  aucune  relation 
particulière  entre  les  coefficients  de  ces  équations. 

2.  Soient  Çi ,  f  2,  •  • .  ,  ç«des  polynômes  entiers  en  x^ , 
x^^ . . ,  ,Xfi  des  degrés  respectifs  //ii ,  7^2, .  • . ,  nin  ;  je  dirai 
que,  les  polynômes  (pi ,  cpa, . . . ,  «p«  étant  dwiseurs,  les  poly- 
nômes F  ety*sont  équivalents,  lorsqu'il  existera  des  poly- 
nômes entiers  ^1 ,  ^29  •  •  •  ?  ^n  ci^  ^19  ^29  •  •  •  ?  ^/i  tels  que 
l'on  ait  identiquement 

Un  polynôme^sera  dit  réduit  par  rapport  aux  divi- 
seurs cpi,  (p2)«-*9  ^nt  quand  il  ne  contiendra  pas  de 
termes  divisibles  par  x^S  x"^*, . . . ,  x^".  Réduire  un 
polynôme  F,  ce  sera  trouver  son  équivalent  y  réduit. 

Remarque.  —  Les  définitions  que  nous  venons  de 
donner  dépendent  de  l'ordre  dans  lequel  on  range  les 
polynômes  diviseurs  tf  et  les  variables  a:,  mais  cette  dis- 
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Hinction  disparaît  quand  on  suppose  m^  =  ma  =-*..•=  /Iq, 
et  alors  nos  théorèmes  gagnent  en  élégance  et  en  symé- 
trie. 

Th-éorème.  —  Le  nombre  des  termes  d'un  polynôme 
réduit  par  rapport  aux  dwiseurs  cp,,  «p^, . . .  ,  ^^  e5f  Um. 

En  efl'ct, 

(i-h.rj  -\-x\  -h. .  .-4-  rr^'~') 

X  (n-  ara-t-,  ,.-^a:^'~')  . .  .(i  -h  ar„-h. .  .-4-  ar^""') 

est  un  polynôme  réduit  dont  tous  les  coefficients  sont 
égaux  à  un;  le  nombre  de  ses  termes  s'obtiendra  en 
faisant  X4  =  X2= . . .  =  x„  =  i ,  ce  qui  donne  II  m  :  c'est 
le  nombre  des  termes  d'un  polynôme  réduit  quelconque. 

3.  Dans  ce  qui  va  suivre,  les  termes  des  polypômes 
que  nous  aurons  à  considérer  seront  de  la  forme 
Aar'^arJ  ...  .r*;  A  sera  ce  que  nous  appellerons  le  coef- 
ficient  du  terme,  et  x'  o:^  . . .  or*  sera  son  argument^ 
nous  conformant  en  cela  à  un  usage  adopté  déjà  par  un 
certain,  nombre  degéonuètres. 

Soient 


^21 f       ^2S< 


«1//^ 

«2,;, 


les  solutions  des  équations 


(^0 
soit 


»i 


'^1* 


o. 


n 


o; 


D(x.,x,,...,^„)^;;?-2'---'?"i 

0\^Xi,Xty.  ..,Xn) 

le  déterminant  fonctionnel  rfe  o,,  o.,^  •  •  •  ^  ?/i  î  ^^^  ^^ 

pi  ILS 


A  = 


ï     «11     «H 

1       Œj,       (Xs2 


1 1 
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1  S 


.ma— I 

1» 


î/l 
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(dans  ce  déterminant  A  la  i^"*^  ligne  a  pour  éléments 
les  arguments  d'un  polynôme  réduit  en  olii  ,  a/o , . . . ,  a/,,)  \ 
on  aura 

(3)  A«=  GnD(a/,,  «11,...,  flt/„), 

6  désignant  une  quantité  indépendante  de  z^  en  appe- 
lant z  une  variable  entrant  dans  les  coefficients  de 
®4>  ©2»  •  •  •  î  ?/o  ^^  manière  à  les  rendre  homogènes  en 
X| ,  X2,  • . . ,  .T;,,  ef  5  /ei4/\v  degrés  restants  m^ ,  /Wa^  •  •  •  ^  wi,, . 

Eu  d'autres  termes,  G  ne  dépend  que  des  coefficients 
tp«,  02)  •  •  •)  qui  multiplient  des  arguments  de  degré  ?»< 
dans  cp< ,  de  degré  7712  dans  <f>2î  etc. 

En  effet,  A  changeant  de  signe  quand  on  échange  deux 
de  ses  lignes,  A^  sera  une  fonction  symétrique  des  solu- 
tions de  (2),  ce  sera  une  fonction  entière  de  la  variable 
z.  Le  second  membre  de  (3  )  est  aussi  une  fonction  entière 
de  z;  orce  second  membre  s'annule  dès  que  Ton  supj^osc 
que  les  équations  (2)  ont  une  solution  double,  tout 
comme  le  premier  membre  A^  \  mais  le  second  membre 
ne  s'annule  que  dans  cette  circonstance  ;  tout  ce  que  Ton 
peut  affirmer  dès  à  présent,  c'est  que  (  2  )  a  lieu  pour  une 
certaine  valeur  de  G  qui  est  un  polynôme  entier  en  z. 
Si  nous  prouvons  que  les  deux  membres  de  (  3)  sont  de 
mêmes  degrés  en  z,  il  sera  établi  que  G  est  indépen- 
dant de  ^ . 

Or  soit  8v  le  nombre  des  termes  de  degré  v  dans  un 
polynôme  réduit;  le  degré  de  A  par  rapport  aux  a  et 
par  suite  par  rapport  à  2:  sera  Svôv^  or  ovestle  coefficient 
de  t"*  dans 

T  =  (  I  -H  / -H  fî  -^. .  .-^  i»^!-') 

J'Y 

Ov  estlecoefïîcient  dei^'"*  dans  -j-;  enfin  2  vov  est  la  valeur 
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(le  -^  pour  /  =  1  ;  celte  valeur  est 
//Il  (  nu  —  I  )  //ij  (  //ifl  —  I  ) 

//7î  //l3  .  .  .  //?nH nii  //»8  •  •  •  ^fa  -?-•••« 

2  2 

e'est-à-dire 

-  Uml^m  — /i); 

2 

le  degré  de  A^  est  donc  II /n (  S  m  —  n).  Or  le  degré  de  IID 
est  le  degré  de  D  multiplié  par  II  m,  c'esl-à-dîre  précisé- 
ment   nm(S/7i  —  n)  :  A^  et  UD  sont  donc  de  même 

degré  et  Ton  a 

A«=GnD, 

oe  qu'il  fallait  démontrer. 

4s  Les  polynômes  réduits  jouissent  de  propriétés 
remarquables  qui  les  rapprochent  des  polynômes  à  une 
eule  variable  ^  ainsi  : 

On  peut  déterminer  sans  ambiguïté  un  polynôme 
réduit,  lorsqu'on  connaît  les  valeurs  qu'il  prend  quand 

©, ,  ©21  •  •  •  5  ?/î  s'annulent  à  la  fois. 

Soit  en  effet  F,-  la  valeur  que  doit  prendre  un  poly- 
nôme réduit  y  quand  on  suppose 

En  posant 


•  •  •  » 


go}  giy  •  -  '    désignant  des  coefficients  numériques,   on 
devra  avoir 

Fi  =  <?o  -+-  gi  «Il  -4-  ^î'aîï  H- . . . , 


ces  équations  déterminent  ^Oîg^i*  ,  .  .  et,  par  suite,ysans 
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ambiguïté,  si  le  déterminant  que  nous  avons  appelé  A  n'est 
pas  nul,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  équations 
(2)  ont  une  solution  multiple;  nous  ferons  abstraction 
de  ce  cas  singulier,  ainsi  que  du  cas  où  ces  équations 
auraient  des  solutions  infinies  ou  indéterminées.  En 
d'autres  termes,  les  solutions  de  (2)  seront  toujours 
supposées  finies  et  distinctes  ;  elles  sont,  comme  Ton  sait, 
au  nombre  de /TZi  m2*  •  »  =  Um, 

On  voit  donc  que,  abstraction  faîte  du  cas  où  les 
équations  (2)  n'auraient  pas  II  m  solutions  finies,  déter- 
minées et  distinctes,  un  polynôme  réduit  sera  bien  déter- 
miné par  les  valeurs  qu'il  prend  quand  les  diviseurs 
Oi,  02,  ...  s'annulent  à  la  fois.  c.  q.  f.  d. 

11  résulte  de  là  que  :  il  existe  toujours  un,  et  un  seul 
polynôme  réduit^  équi\^alent  à  un  polynôme  donné. 

[Bien  entendu  en  supposant  toujours  les  solutions  de 
(a)  distinctes,  bien  déterminées  et  finies.] 

En  eflet,  siy  est  l'équivalent  réduit  d'un  polynôme  F, 
on  aura 

et  en  annulant  <p«,  <j>2^  •  •  •?  ?«j  on  voit  que/  sera  égal  à 
F  ;  y  est  donc  déterminé  par  toutes  les  valeurs  de  x^ , 
0:21  •  •  •  9  ^/x  annulant  les  ^,  en  vertu  du  théorème  précé- 
dent; il  aura  donc  une  valeur  unique  et  bien  déterminée. 

Pour  calculer  le  polynôme  réduit  équivalent  à  F,  on 
n*a  pas  besoin  de  connaître  les  solutions  des  équations 
(  2  )  :  c'est  ce  que  nous  allons  établir. 

Soient 

les  identités  qui  définissent  les  fonctions  cp-,  multiplions 
la  première  par  tous  les  arguments  d'un  polynôme  de 
degré/?  —  mi,la  seconde  par  tous  les  arguments  d'un 
polynôme  de  degré  /;  —  ///:,.   et  ainsi  de  suite  ;  on  oh- 


(  «5o  ) 
tiendra 

N(/?  —  m,) -h  N(jD  —  mj)  ■+•...-+- N(^  — /w«) 

équations,  ]N(Ar)  désignant  en  général  le  nombre  des 
termes  d'un  polynôme  complet  de  degré  k  k  n  variables. 
Je  disque  ces  équations  sont  en  nombre  suffisant  pour  dé- 
terminer tous  les  arguments  non  réduits  de  degré  aumoins 
égal  kp  en  fonction  des  arguments  réduits.  Cherchons  en 
effet  le  nombre  deces  arguments  non  réduits  ;  considérons 
enparticulier  Tun  d'eux  divisible  par  x^'j  si  l'on  y  sup- 
prime le  facteur  x^',  il  se  réduit  à  un  argument  de  degré 
p  —  nii  ou  de  degré  inférieur.  Prenons  donc  tous  les  ar- 
guments de  degrés  p  —  m<,  p  —  m,, . . .  ou  de  degrés 
inférieurs.  Multiplions-l«s  par  o:^*,  o^J**,  . .  •,  nous  ob- 
tiendrons tous  les  arguments  cherchés  au  moins  une  fois  : 
le  nombre  des  arguments  cherchés  est  donc  au  plus 

qui  est  celui  des  équations  dont  on  dispose  pour  les  cal- 
culer ]  quand  on  aura  calculé  tous  les  arguments  non  ré- 
duits qui  entrent  dans  un  polynôme  F  donné,  on  pourra 
le  mettre  sous  la  forme  F  =  Xi  cp,  -+-...  -+-  X^  ç„  •+-/>  ^^f 
sera  son  expression  réduite.  Rien  n'empêche  d'ailleurs, 
puisque  l'on  sait  que  le  polynôme  réduit  y*  existe,  de  le 
déterminer  par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

5.  //  existe  une  irifinité  de  polynômes  ^1,^2,  .  - . ,  ï^;, 
donnant  lieu  à  l'identité 

Ai ©1  -h  A2^î~'~»  •  •^~  ^n^n  =  O. 

Si  en  effet,  par  exemple,  on  fait 

X,  =  aji  çi  -H  Ojj  ©j  -f- . . .  H-  a^n  <?«, 

y 

an  —  o,     aij  =  —  aji. 


(  i5i  ) 
l'identité  en  question  aura  lieu,  quels  que  soient  d'ail- 
leurs les  quantités  a^y. 

11  résulte  de  là  que,  s'il  n'existe  qu'un  seul  polynôme^ 
réduit  équivalent  à  un  polynôme  F,  il  existera  une  infi- 
nité de  polynômes  )^i ,  Xs^  . . . ,  X;,,  donnant  lieu  à  l'iden- 
tité 

Aussi,  quand  on  ciierclie  à  retidre  cette  formule  iden- 
tique par  là  méthode  des  coefficients  indéterminés,  ne 
faut-il  pas  s'étonner  ti'être  en  face  d'un  problème  indé- 
terminé. 

On  remarquera  l'analogie  du  problème  que  nous  ve- 
nons de  résoudre  avec  celui  qui  a  pour  but  de  trouver  le 
quotient  et  le  reste  de  deux  polynômes  entiers  par  rap- 
port à  une  seule  variable. 

Supposons  par  exemple  cpi  =zxi —  ai,  cp2=J:2 — «a,.,  m 
^f„=z  x„  —  0L„^  l'équivalent  réduit  d'un  polynôme 
F(j:i,  oTj,  . . .,  Xn)  sera  indépendant  de  a:,,  JTa, . . .,  a:,, 
et  égal  à  F(af,  a2,  • . .,  a^i);  il  y  aura  d'ailleurs  une  in- 
finité de  polynômes  Pi,  P2V?  P/ï>  ^-cls  que  l'on  ait  iden- 
tiquement 

-I-  P«(;r«— a,,)-^-  F(a,,  «j,  ...,««.)• 
On  pourra  prendre,  par  exemple, 

"1  =  — — , 

a-i  — a, 

F(a,.  5:j,  ,..,a-,,)  — F(a,,  a,,  ..  .,Xn) 


P«  = 


P»  = 


• > 

F(a,,  a^,  . .  .,^rt)  —  F(ai,  aj,  ...,«») 


Cette  dernière  remarque  sera  utilisée  dans  ce  qui  va 
suivre. 


(  «52  ) 
6.  Dans  la  suite,  nous  aurons  besoin  de  savoir  résoudre 
le  problème  suivant  : 

Trouver  un  polynôme  réduit  nul  pour  toutes  les  va- 
leurs de Xij  X2j  »  '  •,  :x:n  égales  aux  termes  d'une  solu- 
tion des  équations  (a),  excepté  pour  X  \  =  a/^ ,  x^  =  a/j, . .., 
X/i  =  a//i . 

Le  polynôme  obtenu  en  remplaçant,  dans  A,  a/]  par  Xi, 
a/2  par  x^^  . . . ,  est  une  solution  de  la  question,  mais  on 
peut  en  trouver  une  autre  plus  util^.  D'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  paragraphe  précédent,  on  peut,  et  cela  d'une 
infinité  de  manières,  déterminer  des  polynômes  P/y,  tels 
que  Ton  ait  identiquement 


=  Pii(a:i— a/,)-r 
Oi{Xi,Xty  .  ..,  Xfi)- 


...4-  Pi«(^/t — a//r), 


Posons  alors 


V  = 


Pji     Pji     . . .     P/ii 

Pu      Psî       •  •  •       P/IJ 


•    ••  •••  ••• 


Pi«     Ps»     •  •  •      P 


nn 


ce  polynôme  V  s'annulera  pour  x^  =  ayi,  0:2=  ay2vi 
quel  que  soit  7,  excepté  pour  /  =  7;  car,  pour  i  =y,  il  se 
réduira  à  D(  a/j,  a/2,  •  •  •  )î  qui  est  différent  de  o  par  hy- 
pothèse. Pour  le  prouver,  il  suffît  d'observer  que,  d'a- 
près la  définition  même  des  polynômes  P/y,  pour 


on  a 


^1  =  at|'i,     arj=  a/,, 


da/î 


•    •    •    « 


(  i53) 
Le  polynôme  réduit  équivalent  à  V  sera  une  solution 
de  la  question,  puisqu'il  est  égal  à  V  quand  les  équations 
(a)  sont  satisfaites. 

7.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'éliminer  X|, 
JC2^  • ,  .^  x„  entre  les  équations 

(2)  <pi  =  o,    «2=0,     ...,    <p«=o, 

(4)  Fz^o, 

la  dernière  étant  de  degré  ^  en  j^i ,  X2,  . . . ,  X;,  et  2. 
A  cet  effet,  posons 

^F(a/i,a|j,  . . .,  a/rt)D(a/,,a/j,  ...,  a/„) 
(6)  M|  =  çooo»  •  •  -^  *açioO'«  •  -^  3t/i5oio» .  .-h. .  .• 

Ui  est  un  polynôme  linéaire  et  homogène  par  rapport 
aux  variables  Ç  dont  les  coefScients  sont  les  arguments 
d'un  polynôme  réduit  en  a/i^  a|2,  . . .  par  rapport  aux 
diviseurs  cpi  (a/i,  a/2,  . . .),  ^2  {^df  ^i2y  --Oî  ^^  sorte  que 
le  déterminant  de  la  substitution  (6)  qui  permet  d'ex- 
primer les  u  en  fonction  des  Ç  est  précisément  celui  que 
nous  avons  appelé  A. 

Le  discriminant  du  polynôme  Q  homogène  et  du  se- 
cond degré  par  rapport  aux  ç  est  égal  au  discriminant 

relatif  aux  a,  à  savoir  II  :=r^j  multiplié  par  le  carré  du 
déterminant  de  la  substitution  (6),  à  savoir  ûk^=  IIGD  : 
il  est  donc  égal  à  r-=  • 

Changeons  de  variables  et  posons 


(  7  )       ^p,q 


Commençons  à  cet  effet  par  résoudre  les  équations  [y). 
A  cet  effet,  appelons  fi  un  polynôme  réduit  nul  en 
même  temps  que  ^m  ©a,  • .  • ,  <p«»  excepté  pour  Xi  =  a/, , 
or,  s=  a/2,  . . .  :  alors,  en  multipliant  les  équations  (7)  par 
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les  coefficients  de  ce  polynôme  et  en  les  ajoutant,  on 
trouve  la  formule  symbolique 

dans  laquelle  il  faut  supposer  que,  dans  le  développement 
du  premier  membre,  on  remplace  xf  j:J.  . .  par  jr^^^.... 
Or  on  peut  supposer  y]- (a/i,  a/a,  ...)  =  A,  d'après  ce  que 
Ton  a  vu  au  paragraphe  précéaent^  donc,  en  rempla- 
çant Ui  dans  (  5  )  par  sa  valeur  tirée  de  (  8  ),  on  a  symbo- 
liquement 

.    V       Ci       Vi7/«     »       ^//(^l>^^v•')/(«1>«^>■^')P(«/1>«/^t'^') 
(9)       ^  =   >,r   a/i,a/î.-) jïj- — — » 

formule  dans  laquelle  il  faudra  faire 

^P  x*f         —  rtP  rt!^         —  -r 

•«'  11***  ~~"  *i  **•  •  *  •  *~~      P  *f'* *  1 

après  avoir  développé  le  second  membre.  Appelons  S  le 
nouveau  discriminant  de  Q  par  rapport  aux  variables 
JCp^q, ...  ^  le  discriminant  de  Q  relatif  aux  u  que  nous 

avons  trouvé   égal  à  w^^  est  égal  à  8  multiplié  par  le 

carré  du  déterminant  de  la  substitution  donnant  les  x  en 
fonctions  de  u  [formule  (7)].  Ainsi  on  a 


n  FD  ~  ^  ^  (H  Fî)  )J 


d*où  l'on  tire 


^  FD  _  nF(a/i,g/8,  ...,«/;,) 

A*   "  G 

le  discriminant  8  égalé  à  zéro  donnera  donc,  en  vertu 
d'un  théorème  connu,  la  résultante  des  équations  propo- 
sées. Donc  : 

La  résultante  de  plusieurs  équations  algébriques  peut 
être  mise  sous  la  forme  d'un  déterminant  symétrique. 

La  fonction  Q,  dont  le  discriminant  égalé  à  zéro  four- 
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nitla  résultante,  peut  être  mise  sous  une  autre  forme  plu» 
avantageuse  pour  le  calcul . 

Prenons  y)- (  or  I,  Xj,  . . .,  Xn)  égal  à  Téquivalent  réduit 
de  2  dz  Ph  Pjj  . .  .  P„„,  les  polynômes  P/y  étant  définis 
comme  au  n**6",  alorsy}(a/i,  ai2,...)  sera,  comme  ou 
Ta  vu,  dans  ce  numéro,  égal  à  D(a/i,  ai2*  •  .)^  on  aura 
alors  plus  simplement 

Maintenant,  désignons  pary*(X|,  Xa,...;  a|,a2,...)  ce 
que  devienty/(xi,  jr^?  •••))  quand  on  y  remplace  a/i  par 
ai,a/2  par  a2, ...,  a,vpar  cLn,  et  considérons  le  polynôme 
Q  avant  d'y  faire  x^ a: J . . .  =  af  aj . , .  =  Xp^q. . .  j  ce  poly- 
nôme est  alors  un  polynôme  réduit  qui,  pour  Xf=:aii, 
X2  =  ixi  2?  •  •  •  se  réduit  à 

qui,  pour  Xi  =  a2i ,  X2  =  a22)  • ...  se  réduit  à 

Ces  conditions,  comme  on  l'a  vu  au  n^  4,  le  déterminent 
complètement.  Or  le  polynôme  réduit,  équivalent  a 

jouit  exactement  des  mêmes  propriétés^  il  est  donc  égal 
à  Q  quand  on  y  suppose  xfxj . . .  =  a^  aj . . .  =  Xp^q . . . , 
et  il  est  évident  que,  dans  la  même  hypothèse^  on  aura 
aussi  Q  égal  à 

F  (ai,  «s,.  ..)/(^i»^s»  •  •  •;  *iî  «i» .  •  •)• 

Ainsi  la  résultante  des  équations  {ik)^{4)cstle  discri- 
minant, égalé  à  zéro,  du  polynôme  homof^ène  du  secourt 
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degré  obtenu  enjaisanl.r^x?^  . .  .  =a^aj  .  . .  =.r^^^  . .  . 
dans  V expression 

F(ai,  «2, .  ..)/(^ii'^î>  •  •  •;  ai,  aj, .. .). 

Pour  la  facilité  des  calculs,  on  fera  bien  de  prendre  les 
polynôqoies  P/,  comme  il  a  été  indiqué  à  la  fin  du  n^  5  :  la 
réduction  est  en  effet  alors  partiellement  effectuée. 


8.  Faisons  toujours,  comme  plus  haut, 

(il)  <p/(a:i,ar„...)  — «>/(ai,a2,-.-)  =  P/(^i— ai)-+--.- 
faisons  de  plus 


*  i»(^/i      ^n)  » 


(M) 


F(3?,,  OTj,  . . .)  —  F(ai,  «2,  . .  ^) 

=  l*«-»-i,i(^i  —  ai) -h... -h  P«-»-i,«(^n— a;,); 

enfin  posons,  eu  écrivant  simplement  ©i,  ^2^  . .  . ,  F  au 
lieu  de  Çi  {x\^  x^y . . . ,  x^),  ©2(j:<,  Xa,  ...  .r,,), ... , 

F 


(I-.0 


e  = 


tpl  ©2  ...  Cp„ 

Pli         Pâi         .  .  .         P|,i        P/ï+l  1 


•     •  •••  ••• 


1>  P  P  P 

'1/»       '2/*        •  •  •        *  rt«       ■  «4-1/1 


Le  déterminant  6  est  de  la  forme 


(i3) 


8  =  AiCpi-f-  Xs02-+-.  .  .H-  X„'^„-|-  XF, 


X^^X^i  •"7^n  désignant  des  polynômes  entiers  en  x%^ 
^2)  ...^OTiietz.  Sinousdésignons,pour  simplifier, par cp'f, 
ç'j, ...,  F' les  polynômes  ç<  (a,,  aj,  ...),  ©2(a<,  (5t2,...)v  -^ 
F  (ai,  a27...),  obtenus  en  changeant  Xf  en  ai,  0:2  en  a2,..., 
dans  0|  y  cp2, .  •  • ,  F,  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura  encore 


(i4) 


e  =  Xi©; -f- Xî©; -h. .  .-f- x„(p;-+- XF'; 


en  d'autres  termes,  le  second  membre  de  (i  i)  n'est  pas  al- 
téré quand  on  remplace  la  première  ligne  par  9  ^  ^^'^ , . . . ,  F': 
cela  résulte  des  formules  (ii),  car,  si  Ton  multiplie  Li 
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seconde  ligne  du  déterminant  S  par  —  (x^  —  a^  ),  la  sui- 
vante par  —  [Xi —  tta),. . . ,  et  si  on  les  ajoute  à  la  pre- 
mière, on  remplace,  en  vertu  de  (i  i  ),  cette  première  ligne 

Supposons  maintenant  que  Xi  =  ai ,  Xs  =  Uq,  • .  • , 
x„=cLn  soit  une  solution  commune  aux  équations  (2) 
et  (  4)9  B  sera  nul  en  ver  tu  de  (14)9  donc,  en  vertu  de  (i3)  : 

Si  les  équations  ç^  =  o,  (pa=:  o,  .  • . ,  F  =  o  ont  une 
solution  commune,  il  existera  une  infinité  de  systèmes 

de  multiplicateurs  )^i ,  ^^2?  •  •  •  1  ^^/i  ^^^  9"^  l^^^  ^'^  iden- 
tiquement 

X,  «p,  -h  Xj <pj  -f- . . .  -!-  X„cp;j  4-  X  F  =  o  ; 

le  multiplicateur  X/,  en  général,  est  de  degré 

2  m  -\-p  —  n  —  m/. 

Cela  posé,  le  polynôme  6  étant  identiquement  «nul, 
en  le  réduisant  par  rapport  aux  variables  x^,  x^^  .  • ., 
avec  les  diviseurs  «pi,  cp^,  . . .,  cp/,,  et  par  rapport  à  a^, 

a2,  . .  • ,  avec  les  diviseurs  <Pi ,  <p'a7  *  *  *  ^  ?r  ?^^  ^^^^  nuls, 
on  obtiendra  un  nouveau  polynôme  6f  réduit,  qui  sera 
aussi  identiquement  nul  ;  d'ailleurs,  il  est  évident  que 
le  polynôme  6|  peut  également  s'obtenir  en  réduisant 
seulement  )wF',  puisque  la  réduction  de 

e  =  x,o;-f-Xjo',-+-...4-XF' 

est  déjà  faite  partiellement  en  supprimant 

Ainsi  le  polynôme  0|  s'obtiendra  en  réduisant  \¥'  ou 
F'SztPjiPaa  . . .  P/irt^  mais,  6<  étant  identiquement 
nul,  les  coefficients  des  arguments  x^^x\  ...  de  ses 
divers  termes  seront  nuls  *,  en  égalant  ces  coefficients  à 
zéro,  on  aura  un  système  d'équations  en  a^ao,  ..., 
que  j'appellerai  (E),  satisfait  en  supposant  ai,  as,  ... 
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remplacés  par  une  solution  commune  ^(2)  età(4)-  Ce» 
équations  (E)  sont  en  nombre  égal  à  r/ii  m^  •  •  •  m„y 
nombre  des  arguments  d'un  polynôme  réduit^  elles 
contiennent  mi  ttiq  •  •  •  m„  arguments  a^  aj  . . .  sous 
forme  linéaire  et  homogène^  entre  ces  équations^  on 
pourra  éliminer  Les  arguments  a^  xj  .  •  »  en  question  • 

Je  dis  que  la  résultante  sera  précisément  la  résultante 
des  équations  (  2  ) ,  (  4  ) . 

En  effet,  le  polynôme  ^i  n'est  autre  chose  que  le  po- 
lynôme que  nous  avons  appelé  Q  dans  le  paragraphe 
précédent,  avant  d'y  supposer 

«.P«,7         —  „P  ^'1         _  «. 

«c^  j  ^  2  •  •  •  —  «1  aj  .  .  .  —  Ujpq^^^ , 

les  équations  (E)  ne   sont  autres    que  les   équations 


=  o,  quand  on  y  suppose 


'p,9- 


s j  Xj  •  *  *  —  ^p  y. 


et,  par  suite,  leur  résultante  n'est  autre  que  le  discrimi- 
nant de  Q  égalé  à  zéro. 

Cette  remarque  nous  fait  voir  que  la  solution  com- 
mune aux  équations  (2),  (4))  quand  il  y  en  aura  une,  sera 
donnée  par  les  équations  (E),  qui  non  seulement  feront 
connaître  ai ,  a2n  • . . ,  a»,  mais  encore  tous  les  arguments 
réduits  que  Ton  peut  former  avec  ces  quantités. 

9.  La  possibilité  d'appliquer  notre  méthode  d'élimi- 
nation suppose  que  les  équations  données  soient  telles 
que  Ton  puisse  en  choisir  /i,  telles  que  leurs  premiers 
membres  opi,  (p;2i  •  •  •  ^  ?»  puissent  servir  de  diviseurs  à 
un  système  de  réductions;  pour  cela,  il  est  nécessaire 
que  les  équations  (a)  n'aient  pas,  quel  que  soit  z,  une 
solution  multiple  ou  infinie;  le  cas  où  les  équations  (2) 
auraient  une  solution  infinie  peut  être  facilement  écarté 
au  moyen  d'une  substitution  linéaire,  mais  le  cas  où  il 
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existerai t  une  solution  double  ne  peut  pas  être  écarté 
aussi  facilement,  qu'elle  soit  finie  ou  infinie;  si  donc 
rctte  particularité  se  présentait,  on  la  ferait  disparaître 
en  faisant  varier  infiniment  peu  les  coefficients  d'une 
ou  plusieurs  des  équations  données,  ce  qui,  comme  l'on 
sait,  ne  fait  varier  que  très  peu  les  solutions. 

Reprenons  les  équations  (E)  :  leur  déterminant  étant 
désigné  par  Z,  la  résultante  cherchée  sera  Z  =  o,  et  si 
l'on  suppose  que  les  coeflGcients  des  équations  proposées, 
qui  sont  de  degré  A*  par  rapport  à  la  variable  z^  con- 
tiennent une  variable  ^  à  la  puissance  k  au  plus,  l'équa- 
tion Z  =  o  sera  satisfaite  pour  Wm.p  valeurs  de  t\  con- 
sidérons l'une  d'elles  en  particulier. 

Si  tous  les  mineurs  de  Z  ne  sont  pas  nuls,  alors  les 
équations  (E)  se  réduisent  à  Um.p — i  distinctes  et  font 
connaître  un  système  de  valeurs  des  arguments  aftxj... 
unique,  plusieurs  d'entre  eux  pouvant  être  infinis. 

Si  tous  les  mineurs  du  premier  ordre  de  Z  sont  nuls, 
d'abord  Z  =  o  admet  t  pour  racine  double,,  car,  en  appe- 

lant  e  un  élément  de  Z  et  -r-  le  mineur  correspondant, 

on  a 

dL       ^ry  dZ  de 


di  '"  2à 


de  di 


les  équations  (  E  )  ne  sont  plus  qu'au  nombre  de  II m.;? —  % 
distinctes;  entre  ces  équationst,  on  pourra  éliminer  tous 
les  arguments,  excepté  x^  et  x\^  par  exemple^  ce  qui 
fournira  deux  valeurs  de  x^  et  deux  systèmes  de  valeurs 
correspondantes  des  autres  inconnues. 

Si  tous  les  mineurs  du  second  ordre  de  Z  sont  nuls, 
Z  =  o  admet   t  pour  racine  triple;  en  effet,  appelant 

e  et  e' deux  éléments  de  Z,  et  ,    ,  ,  le  mineur  de  z  du  se- 

oe  oe 
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cond  ordre  correspondanl,  on  a 


^  /  d^Z    de  de'       dZd*e\_ 
Zà  \de  de'  dtlît    '    Ve   dt^}"^' 


les  équations  (E)  se  réduisent  à  Um.p  —  3  distinctes  et 
font  connaître  trois  systèmes  de  valeurs  des  inconnues, 
et  ainsi  de  suite  ^  de  sorte  que,  si  Z  n'est  pas  identique- 
ment nul,  le  système  (o.),  (4)  admettra  Wm.p  solutions^ 
en  comptant  en  général  pour  h  solutions  une  solution 
multiple  d'ordre  h. 

Lorsque  le  déterminant  Z  sera  identiquement  nul,  quel 
que  soit  f ,  les  équations  proposées  auront  une  solution, 
elles  seront  alors  satisfaites  pour  une  infinité  de  valeurs 
àet^x^^x^^ . . ,  ^Xn\  mais,  Z  étant  identiquement  nul, ses 
mineurs  ne  le  seront  pas  en  général,  mais  pourront  le 
devenir  pour  une  valeur  particulière  de  t\  pour  cette 
valeur,  il  y  aura  alors  deux  systèmes  de  valeurs  corres- 
pondantes de  Xi ,  JC2,  . . . ,  o^/i  5  on  voit,  du  reste,  comment 
on  achèverait  cette  discussion,  en  examinant  le  cas  où 
les  mineurs  du  premier,  du  second  ordre,  etc.,  seraient 
identiquement  nuls. 

Lorsque  trois  surfaces  du  second  ordre  se  coupent  sui- 
vant une  même  génératrice,  leurs  points  communs  se 
composent  de  cette  génératrice  et  des  points  communs  à 
leurs  courbes  gauches  d'intersection  ^  dans  ce  cas,  la  ré- 
sultante de  leurs  équations  est  identiquement  nulle,  et 
les  mineurs  de  leur  résultante  s'annulent  accidentelle- 
ment. 
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NOTE  SUR  LA  PONCTUATION-, 

Par  m.  J.  CARON, 
Directeur  des  travaux  graphiques  à  l'École  Normale  supérieure. 


On  sepropose  de  représenter  un  système  composé  d'un 
certain  nombre  de  surfaces  P,  Q,  R,  S, . . .  et  d'établir  la 
ponctuation  en  projection  liorizontale  par  exemple,  ces 
surfaces  étant  d'ailleurs  opaques  et  prolongées  indéfini- 
ment. 

Considérons  une  verticale  quelconque^  et  représentons 
par  /?,  y ,  r,  j, . . .  les  points  de  rencontre  de  cette  verticale 
avec  les  surfaces  correspondantes.  Nous  supposons  ces 
points  nommés  dans  Tordre  où  ils  se  présentent,  le 
point  p  étaut  le  plus  élevé.  D'après  les  conventions  ad- 
mises, c'est-à-dire  en  supposant  l'observateur  placé  à 
l'infini  au-dessus  du  plan  horizontal,  le  point  p  est  le 
seul  vu  en  projection  horizontale,  et  il  cache  tous  les 
autres  q,  î*^  s^  . . ,. 

Voyons  ce  qui  se  passe,  lorsque  la  verticale  variable 
se  meut  de  manière  à  avoir  son  pied  successivement 
dans  toutes  les  régions  du  plan  horizontal. 

Nons  entendons  par  région  du  plan  horizontal  tout 
contour  formé  par  les  projections  horizontales  des  in- 
tersections des  surfaces  données  prises  deux  h  deux,  et 
par  les  contours  apparents  horizontaux  en  projection 
de  ces  surfaces. 

Soit  (p^  y)  1*  projection  horizontale  de  l'intersection 
des  deux  surfaces  P  et  Q  :  nous  remarquerons  qu'en 
faisant  traverser  uniquement  la  limite  (p,  (f)  par  le  pied 
de  la  verticale,  il  se  produit  une  inversion  dans  l'ordre 
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des  points  p  Gi  (/  sur  la  verticale  variable,  c'est-à-dire 
qu'au  lieu  de  lire  sur  la  verticale  primitive  les  points 
dans  l'ordre  p,^, /•,.?,  ..^yonles  lira  sur  la  nouvelle  verti- 
cale dans  l'ordre  9,  p,  r,  5,  .... 

Plus  généralement,  en. traversant  uniquement  une  li- 
mite (m,  n),  il  se  produit  dans  Tordre  des  lettres  une  in- 
version des  mêmes  lettres  m  et  /i,  autrement  dit,  on 
passera  de  la  disposition  pqr . . .  mn . . .  xy  à  la  dispo- 
sition pgr  .  • .  nm . , .  xy. 

Nous  remarquerons  également  qu'en  traversant  uni- 
quement le  contour  (m,  n),  il  ne  doit  exister,  dans 
l'ordre  des  lettres  sur  la  verticale,  aucune  lettre  entre 
met  n  avant  ou  après  le  passage  sur  la  limite  coii sidé- 
rée \  c'est-à-dire  qu'il  ne  se  produit  jamais  d'inversion 
qu'entre  deux  lettres  successives. 

Enfin,  en  supposant  que  les  deux  lettres  p  et  q  entre 
lesquelles  se  produit  l'inversion  soient  placées  les  pre- 
mières, c'est  que  la  limite  (p,  ^),  intersection,  des  deux 
surfaces  P  et  Q,  est  vue  en  projection  horizontale,  car, 
d'un  côté  de  cette  ligne,  on  voit  la  surface  P,  et  de 
l'autre  la  surface  Q.  Autrement,  la  limite  (/?/^)  est 
cachée. 

Dans  la  série  des  points  p,  ^,  r,  5,  . . . ,  on  peut  en 
avoir  appartenant  à  une  même  surface^  représentons- 
les  par  la  même  lettre  affectée  d'un  indice,  p,  7,^0  ^2^ 
/',  5,  ^4,  ....  Si  le  pied  de  la  verticale  traverse  le  con- 
tour apparent  de  la  surface  .  P,  les  deux  points  pyy  p^^ 
disparaissent  en  même  temps,  et  il  nous  reste  les  points 
P-i^li^^s^q^^ 

A  l'aide  de  ces  considérations,  nous  allons  démontrer 
deux  théorèmes  dont  l'emploi  permet  d'elFectuer  assez 
rapidement  une  ponctuation. 

Théorème  I.  —  Si  un  point  yicofnniiin  à  trois  suf*Jac^s 
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P,  Q,  R  e5f  *»«,  e/î  représentant  un  sjstème  de  surfaces 
opaques  P,  Q,  R,  S,  .  . . ,  il  existe  trois  lignes  passant 
parle  point  M  et  formant  six  rayons  alternativement 
vus  et  cachés,  en  supposant  toutefois  qu'il  n'existe  pas 
de  plan  tangent  commun  en  M,  ni  que  le  point  M  ap^ 
par  tienne  à  un  contour  apparent. 

Les  trois  lignes  passant  par  le  point  M  sont  évidem- 
ment les  intersections  des  surfaces  P,  Q,  K  prises  deux 
fi  deux,  et  de  plus  il  n'y  aura  pas  d'autres  limites  pas* 
sant  par  le  point  M,  qi|e  ces  trois  courbes  [p^  q)^  (^,  r), 
(r,  p).  Cependant,  il  peut  exister,  dans  le  voisinage  du 
point  M)  d'autres  limites  correspondant  aux  mêmes  ré- 
gio](i$  de  surfaces,  mais  on  peut  toujours  tracer  une  cir^ 
conférence  C,  ayant  pour  centre  le  point  M  et  n'attei- 
gnant aucune  de  ces  limites.  Enfin,  nous  négligeons  les 
limites  passant  accidentellement  par  le  point  M  en  pro> 
jéction,  parce  qu'elles  ne  correspondent  pas  à  des  li- 
mites passant  par  le  point  M  de  Tespace,  ce  dernier 
poini:  étant  supposé  vu.  Ces  nouvelles  liiniles  ne  jouent 
alors  aucun  rôle,  et  Ton  peut  raisonner  comme  si  Ton 
ne  représentait  que  les  régions  de  surfaces  P,  Q,  R  voi- 
sines du  point  M. 

Faisons  marcher  le  pied  de  la  verticale  sur  la  ciroon- 
/érence  C,' en  partant  d'un  point  quelconque  a  de  cette 
circonférence,  et  en  tournant  dans  un  sens  déterminé. 
Dans  ce  mouvement,  no^s  allons  rencontrer  successivf^ 
ment  les  six  rayons  formés  par  les  limites  (/;,  q)^  [q^  r), 
(r,  p)j  et,  par  suite,  nous  établirons  leur  ponctuation. 

Soit  p^  q,  r  l'ordre  des  points  sur  la  verticale  a  •,  en- 
marchant  sur  la  circonférence,  nous  rencontrons  I'ub 
quelconque  des  rayons  en  un  point  a  que  nous  pouvons 
toujours  supposer  vu;  autrement  dit,  nous  supposons 
le  ravon  Ma  vu. 

En  traversant  la  limite  Ma  au  point  a,  il  se  produira 
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une  inversion  entre  deux  lettres  successives  p,  q  ou  q^  r; 
de  plus,  le  point  a  étant  vu,  Tinversion  ne  peut  se  pro- 
duire qu'entre  les  deux  premières  lettres  p  et  q.  Ou 
passe  donc  de  la  disposition  y^,  ^,  r  à  la  disposition  q^  p^  /*, 
après  avoir  traversé  le  rayon  Ma,  qui  d'ailleurs  ne  sera 
autre  chose  que  l'intersection  des  deux  surfaces  P  et  Q. 

Continuons  de  marcher  sur  la  circonférence  C,  nous 
atteignons  un  nouveau  rayon  M^  qui,  assurément,  ne 
sera  pas  la  limite  [p^  7),  puisque  le  point  M  est  supposé 
simple.  En  traversant  ce  nouveau  rayon  M^  au  point  ^, 
il  se  produira  une  inversion  qui,  d'après  ce  que  nous 
venons  de  dire,  ne  peut  plus  avoir  lieu  entre  p  et  q. 
L'inversion  possible  a  donc  lieu  entre  p  et  r,  et  nous 
passons  de  la  disposition  q^p^r  k  la  disposition  q^  r,  p. 

Cette  nouvelle  inversion  n'ayant  plus  lieu  entre  les 
deux  premières  lettres,  la  limite  traversée  M  j5  est  cachée. 

En  continuant  de  tourner,  nous  traversons  le  rayon 
My;  la  dernière  disposition  des  points  était  ^,  r,  p,  et  il 
ne  peut  plus  se  produire  d'inversion  entre  les  lettres 
p,  r;  on  passe  donc  à  l'ordre  r,  q^  P')  ce  qui  prouve  que 
le  nouveau  rayon  M  y  est  vu. 

On  a  donc  bien  rencontré  successivement  un  rayon 
vu  et  un  rayon  caché  et,  par  suite,  le  théorème  est  dé- 
montré. 

Cette  discussion  peut  se  résumer  dans  le  Tableau 
suivant,  dans  lequel  nous  avons  donné  le  signe  +  aux 
rayons  vus,  et  le  signe  —  aux  rayons  cachés. 

Marché  de  la  verticale. 
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Citons,  comme  application  de  ce  théorème,  la  re- 
présentation d'un  système  de  plans  opaques  et  prolongés 
indéfiniment. 

Après  avoir  déterminé  les  intersections  de  tous  les 
plans  deux  à  deux,  on  coupera  tous  ces  plans  par  un 
même  plan  vertical,  ce  qui  donnera  un  système  de 
droites.  Parmi  tous  les  points  de  rencontre  de  ces  diffé- 
rentes droites,  on  peut  toujours  en  choisir  un  m  placé 
au-dessus  de  toutes  les  droites  ;  ce  point  est  donc  vu  en 
projection  horizontale.  La  limite  passant  par  le  point  ni. 
sera  vue  aussi  en  projection  horizontale,  dans  le  voisi- 
nage du  point  m,  jusqu'au  premier  point  commun  à 
trois  plans.  En  ce  point  commun,  on  aura  l'occasion 
(l^appliquer  le  théorème,  ce  qui  donnera  deux  nouveaux 
rayons  vus,  et  Ton  continuera  par  cheminement,  jus- 
qu'au moment  où  l'on  ne  rencontrera  plus  de  points 
communs  -,  tout  le  reste  sera  caché. 

Théorème  U.  —  Lorsqu'une  courbe  d'intersection  de 
deux  surfaces  traverse  le  contour  apparent  dans  Ves- 
pace  de  l'une  des  deux  surfaces,  en  un  point  vu,  la  ré- 
gion  vue  de  cette  courbe  fait  suite  à  un  contour  appa- 
rent vu,  en  représentant  le  système  des  deux  surfaces 
opaques. 

Soient  C  le  contour  apparent  en  projection  de  la  sur- 
face Q,  et  I  la  projection  de  l'intersection  des  deux  sur- 
faces P  et  Q.  Par  hypothèse,  les  deux  courbes  I  et  C 
sont  tangentes  en  projection  au  point  vu  M,  la  courbe 
de  l'espace  I  n'étant  pas  tangente  au  contour  apparent 
de  l'espace  C.  Nous  supposons  également  que  la  courbe  I 
ne  présente  ni  point  double,  ni  point  de  rebi'oussement 
en  M. 

De  inenie  que  dans  le  théorème  précédent,  nous  pou- 
vons ne  nous  occuper  que  des  régions  des  surfaces  P 
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et  Q  Voiâine$  du  point  M.  Traçons  alors  uue  circonfé- 
rence A  ayant  son  centre  au  point  M,  et  dont  le  rayon 
sera  choisi  assez  petit  pour  qine  cette  circonférence  n'at- 
teigne aucune  limite  voisine  du  point  M  autre  que  I  et  C. 

Faisons  marcher  le  pied  de  la  verticale  sur  la  circon- 
férence Â,  en  partant  d'un  point  a  extérieiu*  au  contour 
apparent  C.  Cette  verticale  a  coupera  seulement  la  sur" 
face  P  en  un  point  p,  La  \erticale  se  déplaçant,  elle 
coupera  d'abord  le  contour  apparent  C  en  un  point  c^ 
puis  la  courbe  I  au  poin  xi.  Comme  le  point  M  sert  de  li- 
mite entre  les  parties  vues  et  cachées  de  la  courbe  I,  ou 
peut  toujoiurs  supposer  que  le  point  /  est  un  point  vu^ 
nous  allons  en  déduite  la  ponctuation  du  point  c. 

Or,  en  passant  par  le  point  c,  la  verticale  coupe  les 
deux  surfaces  aux  points  petq  placés  dans  Tordre  p^  g 
ou  dans  l'ordre  </,  p^  puis  au  delà  du  poiot  c,  le  point  ç 
se  dédouble,  et  nous  avons  les  dispositions  suivantes 
P^qi,  qi  ou7,,<72,/7. 

En  arrivant  au  point  iy  il  se  produit  une  inversion 
entre  les  lettres /y  et  q^  abstraction  faite  des  indices; 
comme  le  point  i  est  supposé  vu,  il  faut  que  les  deux 
lettres  sur  lesquelles  se  produit  Vinversîon  soient  placées 
les  premières  :  donc  la  première  disposition  p^  ^i,  q^  est 
la  seule  possible.  Si  nous  revenons  au  point  c,  Tordre 
des  points  était  donc  /?,  «7,  et  non  9,  p^  ce  qui  veut  dire 
que  le  point  c  du  contour  apparent  de  la  surface  Q  est 
caché. 

La  seconde  partie'  du  contour  apparent  de  la  surface  Q 
est  alors  vue  :  donc  elle  fait  suite,  comme  nous  l'avions 
dit,  à  une  région  vue  M/  de  Tinlersection.  En  résumé, 
dans  le  voisinage  du  point  de  contact,  les  régions  vues  de 
l'intersection  et  du  contour  apparent  ne  présentent  ja- 
mais Taspoct  d'un  point  de  rebroussement. 


\ 
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SUR  LES  TRIARfiLES  (lOSIJlIGVKS  A  UNI  CONIQUE 
ET  SUR  lES  TÉTRAÈDRES  CONJUGUÉS  A  UNE  «UADRIQUE; 

Par  m.  HUMBERT, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Bar-le-Duc. 


Je  me  propose  d^exposer  dans  cotte  Note,  relative- 
ment aux  triangles  polaires  des  coniques,  aux  diamètres 
conjugués  dans  les  surfaces  du  second  degré  et  aux  té- 
traèdres polaires  de  ces  surfaces,  une  méthode  de  calcul 
que  je  croîs  nouvelle. 

Triangles  polaires  des  coniques, 

i.  Nous  supposerons  Téquation  de  la  conique  donnée 
en  coordonnées  homogènes^  soit 

(I)       A .r« 4-  A>«  -h  A';;»  -r-  i Bys  ~\~  a h'zx  v- 1 h'xy  =  o 

cette  équation. 

Le  premier  membre  peut  se  mettre  identiquement 
sous  la  forme 

où  P,  P',  V"  désignent  des  fonctions  linéaires  et  homo- 
gènes de  x,^  ,  5,  - 

P  -==  ax  ■     h  Y  -k-  cz, 
P'-v  ax   \   U  Y   ^  c'z. 

Introduisons  maintenant  les  neuf  cosinus  directeurs 
de  trois  droites  rectangulaires  a,  p,  y,  a/,  p\  y',  a",  p'\  -/', 
et  choisissons  le  système  pour  lequel  leur  déterminant 

:  7-  ^i';''')  est  égal  ;i  -f-  i .  ... 
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Nous  avons  ridenlitë 

^^ ^      I        ^  (  pp  -4-  p'F-f-  ?'P')*  -f-  ( yP  -+-  y'P'-4-  y'P')« 
ou 

P2  +  p'i  _i-  p'«   -^  Ql  -i-  Q'î  -4-  Q'i, 

en  posant 

/    Q^^aP-Ha'P'H-a'p», 

(3)  •    o'..,  3P^3'P'-H?'P', 

(  Q»  ^vP^-y'I^'^-t'P'. 

Les  trois  droites  Q  =  o,  Q'=o,  Q"=o  sont  les  trois 
côtés  d'un  triangle  polaire  delà  conique  (i))et^  si  Ton  y 
regarde  a,  p,  y,  a',  p',  y'?  '^">  ?'S  Y"  comme  neuf  quantités 
variables  lices  par  les  six  relations  connues,  on  voit  que 
ce  sont  les  équations  générales  des  trois  côtés  d'un 
triangle  polaire  de  la  conique  (i).  Les  expressions  géné- 
rales des  coordonnées  des  trois  sommets  d'un  triangle 
polaire  s'obtiendront  en  résolvant  les  trois  systèmes 
d^équations 

•  )  Q'-o,     i  Q'=o,     (   Q  =  o, 

^   ^  I  Q'=o,     1    Q=o,     \  Q'=o, 

par  rapport  à  x^y,  z. 

Résolvons  le  premier  système,  nous  aurons 

pP+?'P'-f-?'P''  =  o, 

YP_|-Y'P'_^^rp-r^ç,. 

P      _  _P'     _    P*     _ . 

(?'ï')"(ï?')"(?t')" 


d'où 


Or  on  a 


et  Ton  peut  multiplier  toutes  les  coordonnées  homogènes 
d'un  point  par  un  nombre  quelconque.  Donc  un  sys- 
tème de  valeurs  des  coordonnées  homogènes  du  premier 
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soiniuct  sera  donné  par  les  trois  équations 

P=a,     P'==a',     P'=a', 


ou 


Ou  en  lire 


axx  -4-  by'x  -t-  C5|   =  a, 
a'x^  H-  b'yx  -{-  c'z^  =  a', 

a'xi  H-  Vyi  -h  c'zi  =  a*. 


X,  =  (b'c')%  >f-  (6'c)a'-f-  (^^c')a', 

(5)  \  r,  ={cV)a  -f-(c''a)a  +  (ca')a'', 

de  même,  en  résolvant  les  deux  autres  systèmes  d'équa- 
tions (4)) 

(6)  J,  =  (oV)p  -4-  (c'a)?'  +  (ca')p^ 
(  zt  =  {a'b')^-^(a!'b)^'-^{ab')^''\ 
I  jrj  =  {b'c')^  -h  (6^)7'  -+-  (6c')y', 

(7)  I  rs  =  (c'a')Y  -h  {c'a)^' -h  (ca')^', 
(  zi  =  {a'b''y(-^{a''b)^'-^{ab')^\ 

Telles  sont  les  expressions  générales  des  coordonnées 
des  trois  sommets  d'un  triangle  polaire  quelconque 
d'une  conique. 

2.  Rappelons  que  les  coeflicicnls  a,  5,  c,  a\  b\  c', 
a",V',c!'  sont  liés  aux  coefficients  A,  A',  A'',  B,B',B", 
par  les  relations  suivantes  : 

A  =  a»  -f-  a*  -f-  a^s, 
A'  =  6«  H-  ^'*  -+-  6"», 

,  A'  =  C*  -4-  c'*  -4-  o'», 

(8)  ^ 

B  ==  6c -4- 6 V  4- ^> V, 

B'  =  ca-f-cV-T-c'a'', 

B'  =  a*  -4-  a!b'  -^  a'b\ 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  on  a,  entre  x^  ,14 ,  ^4 , 


Xj,^  «1  '2)  -2^3  0  Si  ^i^  l<is  relations  suivantes  : 
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/  J^î-r-a-î^-ar»  ^  A'A'-    B«  =  Jl,, 

l  J'î -H/î -^-Ja  -  A^\  _B'«==eC 

]  ^î  -f-  ^*    :   5»  -    AA'       B"»  ::-  ,1.', 

1  7i^i  -+- Js-î  -r  ^3-3  -  B'B'-    AB 

-  îlJs 

/  5,J?i  -^  52J-J  H^  53^-8  -  B'B        A'B' 

-  Ulv . 

\  J-iJ^i  H-  a-jja    r-  Taja  -  BB'  —  A'B' 

=  Ul,': 

les  coefficienls  JC,  o^S  .^i/',  -Ub,  'tlb',  iJb'^  sont  les  coeflicienU' 
de  la  forme  adjointe  ou  de  l'équation  tangentielle. 

Remarque  I,  —  Dans  le  cas  général  où  le  discrîinî- 
iiant  n'est  pas  nul,  les  trois  points  i,  2,3  ne  sont  ja- 
mais en  ligne  droite,  car  le  déterminant  des  lettres 
Xi,  ri,  Z|,  ^2i^'25  ^2î  ^s?j8^  -3  est  égal  au  déterminant 
des  neuf  cosinus,  multiplié  parle  suivant 

{b'c")  {ù'c)  (bc') 
(c'a")  (c'a)  (ca') 
{a'b")    (a'b)     (ab') 

qui  est  égal  au  carré  du  déterminant  des  fonctions  li- 
néaires P,  P,  P^,  c'est-à-dire  au  discriminant.  Nous  ne 
nous  servirons  de  nos  formules  que  dans  t^c  cas. 

Remarque  II,  —  Au  lieu  de  l'équation  ponctuelle, 
on  eut  pu  se  donner  l'équation  tangentielle  de  la  co- 
nique sous  la  forme 

(  10  )    A  M»  "L-  AV*  -+-  A'iv*  +  2 Bi'iv  -f-  '1  B'ii'M  -f-  2  W'uv  =  o ; 

on  eût  obtenu  de  la  même  façon  les  coordonnées  homo- 
gènes des  trois  côtés  d'un  triangle  polaire  quelconque. 
Il  n'y  a  qu'à  mettre,  dans  (5),  (6),  (7),  //,  i»,  iv  à  la 
place  de  x^y^  z,  pour  les  obtenir.  De  même,  en  mettant 
i/,^',^  à  la  place  de  0:,^',  z  dans  les  relations  (9),  on 
aura  les  six  relations  qui  existent  entre  1rs  nruf(?oordon- 


{  •;«  ) 

nées  UoiiiQgèiies  des  trois  côlés  d'un  triangle  polaire  cjuel- 
concjue^  »V>,  ^V,  fV>",  i)î),  -U^',  i)î>'' seront  ici  les  coefficients 
de  la  forme  adjointe  à  là  forme  (lo),  c'est-à-dire  de 
ré(|uatîon  ponctuelle  de  la  conique  (lo). 

3.  Un  obtient  aisément  de  nouvelles  relations  eu  ré-, 
solvant  (5  )  par  rapport  à  a,  oc',  a",  de  même  (6)  par  rap- 
port à  p,  P\  p",  {7)  V^^  rapport  à  v,  V,  V'  : 

/    Aa  =  fl^i  -i-  byi  -r-czi   =  Fj. 

M."  ^  rt  V|  -h  b'jt  -h  t'^5,  -=  P; , 
A^  =  a  Xi  -r-  ù}i   -t-  C5î   =  Pj, 
J I  ï )  /  A?'  =  a'a-r  -^  by^  ^  c'-3,  =  P', , 

Ap'  =  a'j-,  -¥■  b\yt  -t-  c*5,  =.=  P; , 
Av  =  rtxs  -r  byz  -^ezi  —  Pi, 
Av'  =z  a  Xi  -^   ^'^'8  H"  cz^  =  Pj, 
;  AY'=a>,4-6V3  -hc-'^j^P;. 

De  ces  relations,  on  déduit  encore 

P«  _}_  p'*  .._  P"«  ~  A» 
r ,  -I-  r,    -;    rj    ~  A*, 

p» +-p;«-:  p;«==A», 
M.)  ^  pj--p;«  ^p;«  =  A«, 

Pî  -f^  PJ  -h  Pî  :^  A«, 

p;î  ,_  p;«  .^  p;«  =  A*, 

P"i«  -t-  P;»  -f-  P'i*  =  A*  ; 

A  désigne  le  déterminant  des  fonctions  linéaires  P,  F,  l^', 
dont  le  carré  A^  est  le  discriminant  de  la  conique. 

i.  Cherchons  maintenant  si  une  conique 

\  -f-  2  OYZ  -i-  51  o  5.r  -h  2  0  xy  =  o 

est  ou  non  circonscrite  à  un  triangle  polairr  de  la  co- 
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nique  (i).  Il  faudra  pour  cela  que  les  trois  équations 

^(a'i,j'i,-si)  =  ax\  -f-  a'v\  -h. .  .-h  %b''xiyi  =  o, 
<p(^îjri,'5i)  =  ax\  -\-  a'yl  -^ . .  ,-h  -ib'xtyi  =  o, 
«(^3,73, >Ss)  =  cjrl  H-  aVj  -h . . . -I-  2  ^'xjja  =  o 

soient  simultanément  satisfaites;  leur  somme  devra  être 
nulle,  et  Ton  aura 

?(-^l,Jl,5l)-+-?(-^2.r2»'3j)-^?(^3,r3,-3) 

Ainsi,  pour  que  la  conique  (i3)  soit  circonscrite  à  un 
triangle  polaire  de  (i),  il  est  nécessaire  que  la  relation 

aX  -h  a'X' -^  a'X' -+• , ,  .-f-  26' iP/  =  o 

existe  entre  les  coefficients  de  Téquation  ponctuelle  de 
la  première  et  de  l'équation  tangentiélle  de  la  seconde. 

Je  dis  que,  réciproquement^  si  cette  relation  est  exacte, 
la  conique  (i3)  est  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles 
polaires  de  (i)^  car,  prenons  un  point  quelconque  de 
(i3),  nous  pouvons  déterminer  a,  a',  a'''  de  façon  que 
X|,jyi,  Z|  soient  les  coordonnées  de  ce  point;  la  polaire 
de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  (i)  coupe  (i3)  eu 
deux  points;  nous  déterminerons  j3,  ^\  ^''de  façon  que 
^tiyj2^  ^2  coïncide  avec  l'un  de  ces  points;  alors  les 
neuf  cosinus  directeurs  seront  parfaitement  déterminés 
et  l'on  aura 

donc  z>3  =  o,  et  le  troisième  point  est  aussi  sur  la  co- 
nique tp  =  o  :  c'est  le  second  point  où  la  polaire  du  pre- 
mier, relative  à  (ï),  rencontre  la  conique  (i3).  Donc 

est  la  condiliou  nécessaire  et  suflisante  pour  que  la  co-   ' 
nique  (i3)  soit  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles 
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polaires  de  (i)',  il  y  a  un  pareil  triangle  pour  chaque 
point  de  la  conique  (  1 3  ) . 

Remarque.  —  Le  point  (0:21  J)  29  ^a)  étant  déjà  sur  la 
polaire  du  point  (  x,  ^  j^,,  z,),  quels  que  soient  p,  ^\  ^"^  il 
n'y  aura  qu'une  relation  à  établir  entre  ^,  ^',  ^''pour  que 
le  point  (xa,  j^t  ^2  )  soit  aussi  sur  la  conique  q  =  o. 

5.  Enfin,  si  Ton  se  place  au  point  de  vue  des  coordon- 
nées tangentielles, 

est  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  co- 
nique (1)  soit  inscrite  dans  une  infinité  de  triangles  po- 
laires de  (i3).  On  obtiendrait  ce  résultat  en  se  servant 
des  formules  analogues  relatives  aux  coordonnées  tau- 
gentielles. 

Système  de  diamètres  conjugués  dans  les  surfaces 

du  second  degré» 

6.  Nous  regarderons  (i)  comme  étant  l'équation  du 
cône  des  directions  asymptotiques  d'une  surface  du  se- 
cond degré  à  centre  unique,  et  x,  j^,  z  comme  étant  pro- 
portionnels aux  cosinus  directeurs  d'une  4i'oite  passant 
à  l'origine  (c'est  ce  que  nous  nommerons  des  coef/l^ 
cients  directeurs).  Alors  j?!,  ji,Z|,  ^a 5^^21-^25  ^^^Ju^t 
seront  les  expressions  générales  des  coefficients  direc- 
teurs de  trois  directions  conjuguées  de  la  surface. 

Inéquation  de  la  surface  rapportée  à  son  centre  pourra 
se  ramener  à  la  forme 

en  prenant  pour  origine  le  centre  de  la  surface. 


(  «:i  ) 

La  rclalion 

a  a,  -f-  a'X'  -h . . .  -f-  9. 6'  lft>'  =  o 

est  la  condition  néce6saire  et  suffisante  pour  que  le  cône 
(i3)  soit  circonscrit  à  une  infinité  de  trièdres  polaires 
du  cône  (i),et  aussi  pour  que  le  cône  (i)  soit  inscrit 
dans  une  infinité  de  trièdres  polaires  de  (i3). 

Applications.  —  Nous  allons  donner  diverses  appli- 
cations de  nos  formules.  Calculons  d'abord  lès  coordon- 
nées X|,Y|,Z4,  X2,  Ya,  Za,  X3,  Y3,  Za  des  extrémités 
de  trois  diamètres  conjugués  quelconques.  On  a 

5*  ~  Xl  —  ^  —  X* 

«n  exprimant  que  l'équation  de  la  surface,  est  satisfaite 
pour  X  s=  ar,  Y  =y,  Z  =3  z,  on  9 

ou,  d'après  (12)^ 


On  a  donc 


(iD  ^  Xjr-^,    >î-^v^    >^î=-r' 

A  A  A 

X8=^,  ^»=x'    ^-"^T* 

Cela  posé,  appelons  ^f,^2n^3  les  longueurs  des  trois 
demi-diamètres  conjugués»  nous  aurons 


(i5) 


rf? 

— 

'î 

+.rî 

H- 

<5  « 

A» 

d\ 

— 

t\ 

-.rî 

-u 

z\ 

A« 

y 

<ll 

— 

^J 

-4- 

(  >:5') 

I  ®  La  somme  des  carrées  des  longueurs  de  trois  dia* 
mètres  conjugues  est  constante. 

Car,  en  ajoutant  les  trois  égalités  (i5),  on  a 

'\n  -h  ..^  -h  rKi 


.<i6) 


d\  -h  dl  -h  dl  - 


A« 


.    2**  La  somme  des  projections  de  trois  diamètres  con- 
jugués sur  un  axe  quelconque  est  constante. 

Car  on  peut  regarder  Taxe  des  x  comme  une  droite 
quelconque  passant  par  le  centre,  et,  d'après  (14)7  ^^  ^ 


X}-+-XÎ-^XÎ  = 


x\ 


X 


3    __ 


A* 


3®  Le  volume  du  tétraèdre  ayant  pour  arêtes  tro^s 
demi-diamètres  conjugués  est  constant. 


F.n  effet  on  a 

L 

• 

,)        ■    ÇV  = 

X,    Y,    Z, 
X,    Y.    2, 
X,    Y,    Z, 

I 
A» 

^1         >'l         -1 

^A  ri  -t 

^3  73   -s; 

.(i7> 


et  nous  avons  vu  que  le  déterminant  {x^j^  ^3)  ^st  égal 
à  A^^  donc 


(18) 


6V.i. 


7.  En  cherchant  les  coordonnées  du  pôle  du  plan  des 
extrémités  de  trois  diamètres  con jugués,  on  arrive  à  une 
quatrième  propriété. 

En  effet,  le  plan  des  trois  extrémités  a  pour  équation 


^»9.) 


X 

r 

^ 

1 

^1 

7i 

^1 

A 

^1 

Xt 

^2 

A 

■3^3 

73 

•33 

A 

:-  o. 


(  ':6  ) 

Le  pète  est  à  rintersection  des  trois  plans  tangents 

PiP-hP',F-hP';P'=  A, 
P,P-^PjF-hP;P'-^  A, 

PjP  +  PiP'-f-P'iP'-^A. 

Remplaçons  dans  ces  équations  Pi,  P3,  . . .  par  leurs 
valeurs  tirées  des  égalités  (11),  nous  aurons 

/  aP-f-a'P'H-a'P'=i, 
(20)  I   pP-4-P'P'-H?'P'=i, 

(  YP-t-Y'P'H-Y'P'=:ti; 

ou 

P  =  a  -f-  3  -u  Y» 
•p'=a'4-pl'-4-Y', 

P'=a'^-p'^-Y^ 
Il  n'y  a  donc  plus  qu'à  résoudre  les  équations 

a\  -h  bY  -4-  cZ  =:  «  -4-  3  -h  Y, 

a'X-f-6'Y  -f-c'Z  =  a'-h?'-4-Y'. 
a'X  H-  ^^'Y  -f-  c'Z  =  a' 4-  ?'-f-  y'. 

pour  avoir  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  pôle  du  plan  (19). 
On  a  ainsi 


X  = 


A 

^1  -+-  ^1  -^  Z:i 


Y  = 

A 


Z  = 


.Cela  posé,  Téquation  de  la  droite  qui  joint  l'origine  au 
pôle  est 

\  ~  Y  ~  z  ~ 

En  exprimant  que  le  point  (x,j^,  z)  estdansleplan  (19), 
on  a 


(  '77  ) 
donc  les  coordonnées  de  ee  point  sont 


iFi  -+-  Xj  -+-  x^ 
3A 


3A 

Zi  H-  Si  -^3 


>'=  3Â ' 


3A 

Donc  :  la  droite  qui  joint  le  centre  d\ine  suif  ace  du 
second  degré  à  centre  unique  au  pôle  du  plan  qui 
passe  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués 
est  coupée  au  tiers  de  sa  longueur  par  ce  plan,  et  ce 
point  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  des  trois 
extrémités. 

Pour  avoir  le  lieu  de  ces  pôles,  il  suifit  d'élever  au 
carré  les  équations  (20)  et  de  les  ajouter;  on  a  ainsi 

Pî  ^  p'i  -4-  p'î  =  3. 

C*est  une  surface  homothétique  et   concentrique  à  la 
première,  le  rapport  d'homothétie  étant  ^. 

8.  Formons  la  somme  des  carrés  des  aires  des  trois 
faces  du  tétraèdre;  en  appelant  Ai, A 2, A 3  ces  aires, 
nous  avons 

or 

et,  si  Ton  se  rappelle  les  valeurs  de  d^ ,  ^2?  dz,  on  voit  que 

4A, . 

ou  bien 

4A,   = 

jtnn.  de  ^achémat.,  3*  série,  1. 11.  (Avril  i883.)  12 
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Or 

ri-Ss  —  -5j73  =  A(aa-t-a'3['-haV), 

^t^3  — arj-53  =  A(6a  H-  6'a'-+-  6V), 
37,^3  — ^ja73  =  A(oa  -h  cV  -4-  cV); 
donc 

4  Aï  =  ~  [(a«  -h  6«  4-  c«)a«  h-  (a'«  -+-  ^»'«  -h  c'«)i'«  -+-. . .], 

et,  cil  formant  de  même  4A^  et  4A39  puis  ajoutant,  on  a 

4(A*-4-Ai|-HA5) 

_  a«  +  6«  -h  c«  -4-  a*  -i-  6'»  -f-  c'«  -4- a'»  -h  fe'«  4-  c'» 
-  i^ ' 

c'est-à-dire 

A  +  A'h-A' 


4(AÎ  +  A«  +  AÎ)  = 


A» 


9.  Cela  posé,  si  Ton  appelle  pi,  pa,  p3  les  trois  demi- 


axes,  on  a 


PÎ+PÎ+Pl  =  "-    '    ^n       '">      0  =  -^'. 


pIpI  +  PJPÎ  +  PÎPl  =   n ' 


ô 

Am-A^-i-A'' 

D 
I 


n 


où  D  désigne  le  discriminant  du  cône  des   directions 
asymptotiques,  et  où 

.l>  =  A'A'—  B»,     X'  =  X'X  —  K\     .V  =  AA—  B'». 

L*équation  qui  donne  les  carrés  des  trois  demi-axes  est 
donc 

Dp«  -  (  A'A'-f  A'\  -h  A  A—  B»  —  B'«  —  B''«)p* 

-f-(A-i-A'-hA'')p«  — 1  =  0. 

L'équation  en  —  est  bien  connue  sous  le  nom  d'équation 
en  S. 


1 

\ 
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10.  N  oublions  pas  que  c^l, -f- Jl>' -*- «^o"  est  la  somme  des 
carrés  des  neuf  déterminants  mineurs  de  A  et  que 
A-t-A'-t-A'^  est  la  sommé  des  carrés  des  neuf  coeffi- 
cients a,  i,  c,  al,  b\  d ,  ce',  ¥,  d\ 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  ellipsoïdes 

{ax  ^by  -H  c-s )«  -f-  {a'x -h  ^»>-h  dzy  +  (a'^n-  b'y-^-  dzy  =  i , 
(ax-^  a' y  4-  aTz)^ -^{bx-^b'y-^ b'z)^ -\- (ex -h c'y -+- dz^  =  i 

sont  égaux  (Jacobi);  car  Téquation  en  p^  est  la  même 
pour  ces  deux  surfaces. 

11.  Il  serait  facile  d'obtenir  les  coefficients  directeurs 
des  diamètres  conjugués  de  cette  seconde  surface.  Dans 
l'expression  de  x,  on  ferait  des  permutations  circulaires 
sur  les  lettres  a,  i,  c  et  non  sur  leurs  accents;  on  aurait 
ainsi 

x,  =  {b'c'')a-h  (c'a")  ?  -h  (a'b")^, 

yi=(b''c)0L  -^(da)^  -^(«'6)Y, 
zt={bc')!x  -+-(ca')P   +(a6')Y, 


On  pourrait  faire  de  nombreuses  applications  de  ce  qui 
précède  5  nous  n'en  donnerons  plus  que  deux  pour  mon- 
trer comment  ces  formules  s'appliquent  à  la  résolution 
de  certains  problèmes.* 

Peehier  pkoblèhe.  —  On  considère  deux  surfaces 
du  second  degré  à  centre.  Par  te  centre  de  l'une 
d'elles,  on  mène  trois  droites  parallèles  à  trois  dia- 
mètres conjugues  de  la  seconde.  On  demande  le  lieu 
du  pôle  du  plan  des  trois  extrémités. 

Soient 

(I )       ax^  -¥-  a'y^  -\-  a''z^  -+-  2 byz  -f-  -ji b z'x  -h  2 b^xy  =  1 


(   »8o  ) 
réquation  de  la  première  surface,  et 

(  !>.  )  A  a-î  -h  A'j^'2  -h  A'z^  -h  1  Bj'z  -K  9.  H'5.r   i   2  B'^rj 

l'ensemble  des  termes  du  second  degré  dans  l'équation 
de  la  seconde. 

Appelons  X,,  Y<,  Z,,  X2,  Yo,  Z2,X3,  Y3,Z3  les  points 
où  les  trois  parallèles  aux  diamètres  conjugués  de  la  se- 
conde surface  percent  la  première,  et  j-j  ^yt ,  j , ,  j:2,j^'^2t  2^25 
-^'^tTd'i^-i  leurs  coellicients  directeurs.  On  a 

V  _  ^1    Y  -  y^    7  -^^ 

Al   —   —  >         Il  —    —  >        t,\  —   —  y 

Pl  Pi  Pl 

et  des  formules    analogues   pour   les    coordonnées  des 
deux  autres  extrémités. 

Le  pôle  du  plan  qui  passe  par  les  trois  points  ainsi 
déterminés  est  à  l'intersection  des  trois  plans  tangents 
en  ces  points 


d  îD  d^  âo 


()x       '      dy  dz          ^ 

d'^             c?c3  0'^ 

^  Ox       "     ôy  ôz          ^^ 

âo              d'O  ào 

ou,  en  remplaçant  J:»,  j>  i,  ^«, -^^îî^  2, -21  ^3,J>  3»  ^.1  par 
leurs  expressions  et  posant 

do  d'>i                    do 
2\  -  ih'c")  -^  -^ica")  ^-  -^-ia'b")  II, 

ôx  Oy                   Oz 

do  do                    do 

dx  dv                    dz 

/  »    r    <^^        ,      f  do         ,    .,    do 

dx  dv                   dz 

on  a 


aX 

-4- 

a  Y 

-f- 

ol'Z^ 

pu 

px 

1 

-r- 

3' Y 

-t- 

P'Z- 

P2, 

-.^ 

f 

vv 

-,;_ 

P3. 

(  i8i  ) 
Elevant  ces  trois,  égalités  au  carré  et  ajoutant,  on  a 

Le  lieu  est  donc  une  surface  du  second  degré,  concen- 
trique à  la  surface  donnée,  et  ayant  pour  plans  diamé- 
traux les  trois  plans  X  =  o,  Y  =  o,  Z  =  o. 

Deuxième  problème.  —  On  donne  les  extrémités  de 
trois  diamètres  conjugues  d 'un  ellipsoïde  de  révolution  ; 
troui^er  le  lieu  décrit  par  le  centre  de  cet  ellipsoïde. 

Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  quel- 
conques, que  nous  fixerons  dans  la  suite;  et  soient 
Xi ,  Y< , Z| ,  X2,  Y2,  Z2,  X3 ,  Y3 ,  Z3  les  coordonnées  des  trois 
points  donnés  A|,  Ao,  Aj,  comme  extrémités  des  trois 
diamètres  conjugués  de  rellipsoïde.  Appelons  x,j^,  z 
les  coordonnées  du  centre.  L'équation  de  ceJt  ellipsoïde 
sera  de  la  forme 

il)  A(X--^)ï-+-A'(Y— 7)2-f-...H-2B'(\-:r)(Y-7)=i. 

Cela  posé,  appelons  Xi,7i,  -i,  Xa,  j2> -2^ -^sO  3^  "3 
les  coefficients  directeurs  des  trois  diamètres  conjugués 
déterminés  comme  nous  l'avons  dit-,  nous  aurons 

X:ri=X,  — X,    X7i  =  Yi— 7,    X^,  =  Zi  — j.^ 

Or,  si  Ton  met  X|  ^j^t  ^  z^  à  la  place  de  X  —  or,  Y  — -j^, 
Z —  z  dans  le  premier  membre  de  (i  ),  il  se  réduit  à  A'-^  \ 
on  a  donc 

X«A*=i,    ou    X  =  -^, 

donc 


(   a7î=  A(Xj  — :r),     72=A(Y2— r),     z^ 


— j),     ^1==  A(Z,— -5), 

(2)       (  a7î=  A(Xj  — :r),    72=A(Y2— r),     Zi=  ^(Z2  -z), 

573=  A(X3— j-),    73=  A(Y3— V),     ^3=  A(Z3  — 5). 


(Le  signe  qu'on  doit  prendre  pour  A  dans  chaque  sys- 
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tème  de  trois  formules  n'est  pas  déterminé  ;  mais  nous 
n'aurons  pas  besoin  de  le  faire.) 

Telles  sont  les  expressions  des  coefficients  directeurs 
de  nos  trois  diamètres  conjugués. 

En  tenant  compte  des  relations  (9),  on  a 

A«[(X,-a:)«-f-(X,-a7)«4-(X8-ar)«]=  A'A'— B«, 
A«[(Y,~7)«  +  (Yj~7)'-4-(Y3-7)«]  =  A'A  -  B'«, 
At[(Z,— z)'+(Z,— ;!)*-h(Z3— ;?)«]  =  AA'  —  B'«, 
(3)  {  A«[(Y,-7)(Z,-^)  +  (Y,-7)(Z,~^) 

-^(Y3-7)(Z3-->5)]  =  B'B'-AB, 
A«[(Zi-5)(X,  -a:)-4-...]  =  B''B  — A'B', 
A«[(Xi  — J7)(Y,-7)H-...]  =  BB'  —A'B*. 

Ces  relations  étant  homogènes  en  A,  A',  A'',  B,  B', 
B",  A^,  on  peut  faire  A^  =  i .  Nos  relations  peuvent  alors 
s'écrire 

SX?— 2a7SX,-f-3:r='=  A'A'— B«, 
SYj-a^SY, -+-3j«  =  A'A  —  B'», 
^3)       I  SZî— 252:Zi-4-3^«  =  AA'   — B'ï, 

2Y,Zi->5SYi— j<2Z,-h3j^^=  B'B"  — AB, 
2Z,X,  — ^2Zi~^2X,-f-3-5x=B'B  —  A' B', 
2X,Y,-a:2:Y,-j'2XiH-3jrr=BB'    —  A'B*. 

Les  formules  (3)  montrent  qu'il  faut  prendre  pour 
axes  de  coordonnées  trois  droites  rectangulaires  passant 
au  centre  de  gravité  des  trois  points  A,,  Aa,  As,  telles 
que  les  axes  Ox  et  Oy  soient,  dans  le  plan  des  trois 
points,  les  axes  principaux  d'inertie  de  ces  trois  points 
considérés  comme  ayant  même  masse.  On  a  alors 

2Xi=2Y,=  £Z,  =  o, 
2Y,Z,=  2Z,X,=  2X,Y,  =  o, 

2Zî  =  o. 
Désignant  en  outre   les  deux  moments  principaux 
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d'inertie  par  3Ar^et  3/^,  nous  aurons,  en  divisant  chacun 
des  coefficients  du  cône  des  directions  asymptotiques 
par  3, 

'  ^î-+-X:«=  A'A''-B«, 
jî-f./ï  ^lA'A  -  B'«, 
z*  =  AA'  —'«'«, 
^  75=B'B'— AB, 

5a-  =  B'B  —  A'B', 
^  =  BB'  —A'B'. 

D'ailleurs  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  surface  du  second  degré  soit  un  carré  parfait ,  c'est 
qu'on  puisse  trouver  une  valeur  de  S  pour  laquelle  les 
six  équations  qui  suivent  aient  lieu  simultanément 

B'B''-(A  —  S)B  =  o,  (A'-SXA'— S)~B«  =  o, 
B-'B— (A— S)B'=o,  (A  —  S)(A'-S)-B'«=o, 
BB'  _'(A'-S)B'=o,    (A'-S)(A  — S)~B'«=o. 

En  tenant  compte  de  ces  relations,  les  relations  (4) 
deviennent 

a?«-f-A"=S(A'-f-A')— S*, 
y^-^l^  =S(A''h-A)-S«, 
-5'  =  S(A  +  A')-S«, 
^^^  ^         ^.  =  -SB, 

zx  =  —  SB', 
xy  =  — SB'. 

On  peut  multiplier  tous  les  coefficients  de  l'équation 
du  cône  asymptotique  par  un  même  nombre  S  et  Ton  a 
(car  S  n'est  pas  nul  ) 

a:»-f-A:«  =  A'+A'-S', 

y^-\-l^  =  A'-+-A  —  S*, 

(^^  <  ^.  =  A+A'-S«, 

yz  =  —  B,         zx  =  —  B',     ry  =  —  B'. 
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Pour  obtenir  les  conditions  de  révolution,  on  examine 
deux  cas  :  d'abord  celui  où  aucun  des  coefficients  Bn^est 
nul;  dans  ce  cas,  les  conditions  de  révolution  sont 

B'B'  _  B'B  _  BB' 

•        "b"~"  W  ~~  W' 

ensuite  le  cas  où  Tun  des  coefficients  B  est  nul,  B  =  o 
par  exemple  :  il  faut  alors  qu^un  autre  des  coefficients 
B  soit  nul,  B'=:  o  par  exemple,  et  qu'on  ait  en  outre 

(A  —  A')(A'—  A')—  B'^=  o. 

Dans  le  premier  cas,  ou  a 

A  H-  ar«  =  A'  H- j*  =  A" -h  z^. 

En  tenant  compte  des  premières  relations,  on  aurait 

ce  qui  n'est  pas. 

Il  faut  donc  se  placer  dans  le  second  cas;  alors  z  est 
nul  et  B'^  =  —  XJ-]  des  trois  premières  relations  (6),  on 
tire  par  soustraction 

y^js^^lt  =  A'— A'. 
On  a  donc 

(A''-A)(A''--A')  — B"" 

et,  comme  z=:;=  o,  ona  pour  le  lieu  des  centres  laconique 

imaginaire 

z=:o,     l^x^-h  A:«7«  -h  /«  A:«  =  o. 

Si  Ton  suppose  B  =  o,  B"=  o,  on  a  en  second  lieu  la 
conique 

y  =  o,     /»a7«-i-(/«— ÂM-s*  — /*(/«  — A'')  =  o; 


(  185  )     . 
et  enfin,  pour  B'=  o,  B"=  o,  on  a  la  conique 

Ainsi  le  lieu  des  centres  se  compose  de  ces  trois 
coniques.  Si  nous  supposons  /  ^  K,  la  première  est  une 
ellipse  imaginaire  ayant  pour  axes  Oj:,  Oj^*,  la  seconde 
une  ellipse  réelle  ayant  pour  axes  O  or,  Oz;  la  troisième 
une  hyperbole  ayant  pour  axes  Oj',  Oz,  Ce  sont  les  trois 
focales  de  Tellipsoïde  infiniment  aplati 

T^  y2  ^î 

Tétraèdres  polaires  des  surfaces  du  second  degré, 

12.  Nous  allons  donner  rapidement  des  expressions 
analogues  pour  les  coordonnées  homogènes  des  quatre 
sommets  d'un  tétraèdre  polaire  quelconque  d'une  surface 
du  second  degré 

où 

P  ==  a  X  -^h  y-\-  c  z  -h  dt, 

P'  =  a'  x-\-y y-\-c'  z-\-d't, 

P'=  a"  x->t-  h" y  -+-  c" z  -h  cT ^ 

P'"~  dTx  -+-  b"y  -i-  c^'z  -k-dT't. 

Nous  désignerons  par  A  le  déterminant  de  ces  quatre 
fonctions  linéaires,  parÂ,  B,  C,D,  . . .  ses  déterminants 
mineurs  du  premier  ordre. 

Cherchons  l'expression  de  la  forme  adjointe  de(i). 
C'est  ce  que  devient  le  premier  membre  de  (i)  multiplié 
par  A^,  lorsqu'on  y  fait  la  substitution  linéaire  suivante 

aV  -h  a' P' -h  a' P' -h  a"'P"'=  u, 
b  V  -h  6'P'~f-  b"  P"^  b'"V"  =  P, 
cP^  c'P'-^  c'  V^  c"'P"'  =  cv, 
dV-^dP'^  d'P"-^  rrP"'  =  p. 


(  '86  ) 
De  ces  équations,  on  tire 

aP  =  \u   -f-B(?   -hGtv   -f- D/?, 
AF  =  A'a  -^B'v  -hC'w  -h  D'/?, 
AP'  =  A'a  -h  B'ç  -+-  C'w  -f-  D'/?, 

AP™  =  A*a  -f-  B'V  -\-  C'w  -+-  D>. 

Or  la  forme  adjointe  est 

A^(P^-+-P'«-^P'^-hP^*); 

c'est  donc 

Nous  désignerons  les  coefficients  de  Téquation  tangen- 
tielle  de  la  surface  donnée  par 

Cela  fait,  introduisons  les  seize  quantités 

«,  P,  ï,  6,     a\  P',  y',  S', 

satisfaisant  aux  dix  relations  suivantes 

Y« -H  y'« -+- y'« H- y"'*  =  I, 
ap-f-a'P'-ha'P'H-...=  o, 


et  prenons  le  système  pour  lequel  le  déterminant  de  ces 
seize  quantités  est  égal  à  +  i  ;  alors  chacun  des  détermi- 
nants mineurs  de  ce  déterminant  est  égal  à  l'élément 
correspondant. 

D'ailleurs  on  a  identiquement 

p»  ^  p'a  4-  p"  H-  p'^'a  =  Q2  _;_  Q'î  _|_  Q'a  +  Q'«2, 


(  i»:  ) 

OU 

Q  =  aP  -h  a'P'-h  a'P'-h  a~P", 

Q'=  pP  -f-  ?'F-+-  p'P'-i-  ^'"P"', 
Q'=  YP -h  Y'P'-h  Y'P'-h  y"'P", 

Q'"=ap  H-s'P'-HS'P'-f-s-'p^'. 

Les  plans  Q=  o,  Q'irro,  Q"=  o,  Q^'^=  o  sont  les 
quatre  faces  d'un  tétraèdre  polaire  quelconque  de  la  sur- 
face. En  prenant  les  points  de  rencontre  de  ces  plans 
trois  à  trois,  on  a  les  quatre  sommets.  Laissons  de  côlé  la 
première  équation  et  prenons  les  trois  équations  suivantes 

pp  ^-  p'P'_H  p'P'-H  ^'"V"  =  o, 
yP  H_  Y'P'-h  y"  P'-f-  f'P'"  =  O, 

8P  ^_  3'P'_H  3'"p»+  8'"  P"'  =  o. 


Elles  donnent 


P       P'       P'      P 


m 


,1  ^»  „w 


Nous  prendrons 

axi  -\-byx  -h  C5i  ->r- dtx  =  a, 
a'xx  -hb'yx  -h  c'zi  -^- d  ti  =  a', 
a" Xi  -h  h' y^-ir- (f  Zx  -^  dC tx  =  a', 
àTxx  -+-  yyx  -i-  c'^^i  -H  rf"'  /,  =  a"', 

X|,j^i,  ^4,  ^4  étant  les  quatre  coordonnées  homogènes 
du  premier  sommet.  Ces  équations,  résolues  par  rapport 
ix4,^i,  ^4,  ^4,  donnent  un  des  systèmes  de  valeurs  des 
quatre  coordonnées  x^^y^^z^jt^  : 

a:,  =  Aa  -h  A'a'-f-  A'o'-f-  A^'a^ 
,  ^'i  =  B  a  -4-  B'  a'-f-  B'  0*-+-  B^'a"', 
^  ^i^Ga  +  C'a'-f-C'a'H-CV, 

«,  =  Da  H-  D' a'-t-  D' o'-i-  D^a"'. 

On  aurait  de   même  les  coordonnées  des  trois  autres 
sommets  en  mettant  successivement  ^,  y?  ^  ^  ^^  place  de  a. 


(  '88  ) 
On  en  déduit  îininédiatement,  en  tenant  compte  dos 
relations  (a),  les  dix  relations  suivantes 

^j  "T~  ^j  -t~  ^3  — }—  iir  j  =  Q^^ii  » 

-5j  -4-  >5j  -h-  ^j  -H  ^^   =  «"^33» 
^j  -+-  ^2   -h    ^3  -f-  '4   =  ft'*"*^» 

y    •^!7l'+-^272-^^3r3-+-^47*=*^lI» 

•2?!  ^1  -H  Xj)  Zf-\-  X^Z^  -h  5*^.5^  =  Q/lois, 

Xi  tx  -t-  ^2  '2+  «^3  '3-^  ^4  '*  =  *'^U> 
ri -51  -l-72-j-t-r3^3-r-Jv^i  =«t^3t 

ri  '1  -^72  '2  -+-r3  '3  -^  V4  ^  "=  A>n, 

\     -Sj  /j  -4-  -Sj  ^i  +  >33  ^3  -h   Z^  (^  =  o/Vj^. 

On  eu  déduit  aussi  les  formules  suivantes 

'Aa=P„     Aa'=P;,     Aa'=  Pj,     Aa'"=  P7, 

Up  =  P2.  A?'=p;,   A?''  =  p;,  A?-=p;, 
(3) 


(4) 


i    Ay=P3, 

l  a8  =  P4, 


A-r'-P»,     AY'^^P'i,     Af"=p;, 

Ao'=p;,  Ao'=p;,   a8'"=  p';. 


On  déduit  aisément  de  ces  formules  que  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  surface 

soit  circonscrite  à  une  infinité  de  tétraèdres  polaires  de  la 
surface 

«ll>Il  a*  -H  X12  t'*  -h  .  .  .  -+-  2al>3V  <vp  =  o 

est 

An  <A>11  "4~  A22  «^22  ~^  •  •  •  "^~  -^  As^  (yTos^  =  O. 

C'est  aussi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  seconde  surface  soit  inscrite  dans  une  infinité  de 
tétraèdres  polaires  de  la  première. 
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nmim  A  UNE  un  sur  un  mode  de  détermination 

DES  COURBES  PLANES  (  '  )  ; 

Par  m.  Mvurice  DOCAGNE, 

Elève-Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Soit  la  courbe 

m 

En  chaque  point  de  cette  courbe,  portons  sur  la  tan- 
geute,  dans  un  sens  déterminé,  la  longueur 

s  étant  Tare  compté  sur  la  courbe  entre  le  point  consi- 
déré et  une  origine  fixe. 

L'extrémité  de  la  tangente  décrit  une  courbe  dont  la 
normale  coupe  la  normale  à  la  première  à  une  distance  S 
du  centre  de  courbure  de  celle-ci.  On  a  démontré,  dans 

la  Note  citée,  que 

o  =  pcp'(5), 

p  étant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  donnée. 

Supposons  maintenant  la  longueur  /  donnée  en  fonc- 
tion de  r  abscisse 

s  et  X  étant  liés  par  la  relation 

On  a 


(')  JVouv.  Ann.,  3*  série,  t.  I,  p.  '|0. 


(   '9^  ) 
Dérivons  par  rapport  à  x 

D'ailleurs,  de  la  relation 

ds  =  yjdx^-t-  dy'^i 


on  tire 


Par  suite, 


Ç)'(5)  = 


v/i-hF'(a7)* 


et 


a  =     py(^) 


v/n-F'(:r)* 
Si  a  est  l'angle  de  la  tangente  considérée  avec  l'axe  des 


JT,  on  a 

cosa  = 


v/n-F'(x)« 
L'expression  précédente  peut  donc  s'écrire 

8  =  r^'{x)p  cosa; 

p  cosa  est  la  projection  du  rayon  de  courbure  sur  Taxe 
desj^. 

En  particulier,  si  l'on  porte  sur  chaque  tangente  une 
longueur  égale  à  l'abscisse  du  point  de  contact,  on  a 

0  =  p  cosa. 

On  peut  aussi  modifier  l'expression  de  S  à  l'aide  de  la 
relation 

Cela  donne 

^'(x)[i-hF'(x)^] 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  fonction  ^  de 


(   >9'   ) 
façon  que  la  longueur  S  soit  égale  à  une  constante  Ar«  On 
a,  dans  ce  cas, 

•  d'où,  en  intégrant, 

l  =  i^(x)  =  X:arcUngF'(:r)-i-G, 
ou,  si  a  est  l'angle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x, 

/  =  X:a-f-C; 
d'où  ce  théorème  : 

Si,  sur  les  tangentes  à  une  courbe  plane,  on  porte  clés 
longueurs  proportionnelles  aux  angles  que  font  ces 
tangentes  a^ec  une  même  droite  du  plan,  la  normale 
à  la  courbe  ainsi  obtenue  coupe  la  normale  à  la  pre^ 
mière  courbe  à  une  distance  constante  du  centre  de 
courbure  de  celle-ci. 

Remarquons  que  le  centre  de  courbure  E  à  la  courbe 
en  question  (P)  s'obtient  très  facilement  si  l'on  connaît 
le  centre  de  courbure  Q  de  la  développée  de  la  courbe 
(M)  donnée. 

En  effet,  la  normale  PD  coupant,  d'après  ce  qui  vient 
d'être  démontré,  la  normale  MC  à  une  distance  constante 
du  centre  de  courbure  C,  la  normale  à  la  courbe  décrite 
par  le  point  D  passe  par  le  centre  de  courbure  C|  de  la 
développée. 

Cela  posé,  on  a,  entre  les  déplacements  infiniment 
petits  correspondants  des  points  M,  P,  D,  les  relations 

d(M)  _  MC       d(P)  ^  PE       d{D)  ^  DC, 
d{P)~V{)'     d(D)~  D^'     ^/(M)"~MC' 

Eo  étant  la  normale  à  l'enveloppe  de  PD. 
D'où,  en  faisant  le  produit, 

PE  X  DCi  _ 
PD  X  Do  ~' 


(   «9^  ) 

ou 

PE  _   PI) 

D8  ~  DGi* 

Ce  qui  conduit  à  la  construction  suivante  : 

Porter  1)P'=  PD;  par  le  milieu  |jl  de  PD,  tirer  [xa 

parallèle  à  C^V\  abaisser  la  perpendiculaire  ap  sur 

PD5  porter  ay  =  pa;  |jly  coupe  C^D  enù\  le  pied  E  de 

la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  PD  est  le  centre  de 

courbure  cherché. 

En  effet,  tirons  00'  et  y^  parallèles  à   ixa;    puisque 

aY=  ^a,  on  a  [jl^S  =  y  [jl  ^  par  suite,  0'  jjl  =  [jl  E,  et,  comme 

[X  est  le  milieu  de  PD,  Do'=PE5   d'ailleurs,  [xa  étant 

parallèle  à  CiP', 

DS;  _  FD 

Do   ~  DG,' 
Donc 

PE  _   PD 

Do  ~"  DG,  ■ 

Par  suite,  le  point  E  ainsi  obtenu  répond  bien  k  la 

question. 

'   ■'  '  '  ■  » 

QUESTION. 

liST,  Un  désignant  le  w**"'  terme  de  la  série  de  Lamé, 
on  a 

pourvu  que  Ton  remplace  les  exposants  par  des  indices. 

(E.  CesXro). 


ERRATA, 


du  cfûT 

I*age  52,  ligne  6  en  remontant,  au  lieu  de  -rr;  »  lisez  -—  • 

•  «A  a  V 

Page  58,  ligne  j  en  remontant,  au  lieu  de  dy^  dz,  lisez  6v,  Se. 


(  '93) 


RELATIOKS  ENTRE  LES  DISTANCES  D'UN  FOYER  D'UNE  CONIQUE 
A  QUATRE  POINTS  OU  A  QUATRE  TANGENTES; 

Par  m.  X.  ANTOMARI, 
Professeur  au  Ivcce  de  Carcassonne. 


INTRODUCTION. 

1.  Les  propriétés  focales  dont  il  va  être  question  sont 
relatives  aux  distances  d'un  foyer  à  quatre  points  ou  à 
(]uatre  tangentes. 

Trois  points  et  un  foyer  déterminent  une  courbe  du 
second  degré;  par  conséquent,  étant  donnés  un  foyer  et 
quatre  points,  il  doit  exister  une  relation  entre  les  élé- 
ments qui  déterminent  ces  cinq  points. 

De  même  un  foyer  et  trois  tangentes  déterminent  une 
courbe  du  second  degré.  Il  y  aura  donc  une  relation 
entre  les  éléments  qui  déterminent  un  foyer  et  quatre 
tangentes. 

Ces  relations  n'ont  pas  été  remarquées  jusqu'ici,  du 
moins  à  notre  connaissance.  Elles  sont  susceptibles  d^ap- 
pHcations  intéressantes  et  permettent  en  particulier^de 
déterminer  simplement  les  foyers  dans  les  sections  co- 
niques. 

Nous  avons  divisé  notre  travail  en  deux  Parties  : 

Dans  la  première  Partie,  nous  nous  occupons  de  la 
relation  entre  un  foyer  et  quatre  points;  comme  nous  le 
verrons,  cette  relation  a  lieu  entre  les  distances  du  foyer 
aux  quatre  points.  Nous  l'appliquons  à  la  recherche  des 
foyers  dans  les  trois  courbes,  et  nous  terminons  par  une 
propriété  de  quatre  coniques  circonscrites  à  un  quadri- 
latère. 
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Dans  la  deuxième  Partie,  nous  nous  occupons  de  la 
relation  entre  un  foyer  et  quatre  tangentes  :  c'est  une 
relation  entre  les  distances  du  foyer  aux  quatre  tangentes. 
Nous  l'appliquons  aussi  à  la  recherche  des  foyers  et  nous 
terminons  par  une  propriété  de  quatre  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

KELATION    EISTRE    LES    DISTANCES    D*1:n     FOYER 

A    QUATRE   POIJiTS. 

2.  Soient  a  et  ^  les  coordonnées  d'un  foyer, 

tn.T  -h  nv  --  /i  =  o 

l'équation  de  la  directrice  correspondante.  L'équation 
de  la  courbe  peut  alors  se  mettre  sous  la  forme 

{x  —  Qt  )*-f-  (y  —  ?)*  —  ( m,r  -u  ny -f-  h )». 

Désignons  par  D  la  distance  d'un  point  (x,  y)  de  la 
«courbe  au  foyer,  on  aura 

D  =  zh  (  inx  -4-  ny  -t-  h  ). 

Considérons  quatre  points  appartenant  à  une  même 
branche,  et  appelons  (x,/),  (x,,  j  ,  ),  (j^aO  0^  (•''sija) 
les  coordonnées  de  ces  quatre  points,  D,  D|,  Do,  Dj  les 
distances  au  foyer. 

Pour  ces  quatre  distances,  il  faudra  prendre  le  même 
signe  devant  les  parenthèses  :  supposons  que  ce  soit  le 
signe  H-.  On  aura 

^  F)  =  in.r  -f-  ny  -h  A, 

Di  =  ma^i  -i-  /i Vi -\-  h, 
Dj  =z  mXi-\-  nyt-¥  h, 

L'élimination  de  ///,  n  et  h  entre  ces  quatre  équations 


(   »9'>  ) 


donne  la  relation 


(») 


D 

■r      Y 

•• 

1 

D, 

^1     r, 

1 

D, 

^t      ^'2 

1 

D, 

^S     .Vj 

1 

o. 


Celte  relation  est  homogène  en  D,  D,,  Dj,  Dj.  Ainsi  : 

* 

Théorème  I.  —  Etant  donnés  quatre  points  d'una 
conique  appartenant  à  une  même  branche,  il  j  a  une 
relation  linéaire  et  homogène  entre  les  distances  de  ces 
quatre  points  à  un  foyer. 

Remarque.  —  La  relation  serait  encore  linéaire  et  ho- 
mogène si  les  quatre  points  n'appartenaient  pas  à  la  même 
branche.  Le  théorème  précédent  peut  donc  être  énoncé 
d'une  manière  générale  : 

Il  y  a  une  relation  linéaire  et  homogène  entre  les 
distances  de  quatre  points  quelconques  d'une  conique  à 
un  foyer, 

Remarque  II.  —  L'équation  (i)  développée  peut  s'é- 
crire 


(-}.) 


AD  -A,D,-H  AîDj  — A3D3  =  o, 


en  posant 


A  = 


A,= 


^I 

Jl 

X 

y     \ 

^t 

72 

,     A,= 

x^ 

yt     I 

^z 

:>'3 

.^1 

y^   I 

T 

V 

X 

y    I 

^1 

Jl 

,    A,- 

^1 

ji    I 

^3 

.■>'■> 

^J 

J'2       I 

Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  points  et  F  le  foyer.  Si 
l'on  construit  le  quadrilatère  ABCD,  on  voit  facilement 


(  «96  ) 
que.  si  Ton  adopte  pour  sens  positif  le  sens  indiqué  par 


les  flèches,  on  a  {Jig-  i) 

A  =  2  surf.  BGD, 
Al  =  2  surf.  ACD, 

y 

de  sorte  que  les  quatre  quantités  A,  A|,  Aa,  A3  sont  liées 
par  la  relation 

A  -+-  Aj  =  Al  -h  A3  =  2  surf.  ABGD. 

Nous  pouvons  maintenant  compléter  l'énoncé  du  théo- 
rème I,  et  nous  voyons  que  : 

Si  les  sommets  d'un  quadrilatère  convexe  inscrit  dans 
une  conique  appartiennent  à  une  même  branche  de 
courbe,  et  si  l'on  multiplie  la  distance  de  chaque  som- 
met au  foyer  par  l'aire  du  triangle  Jormé  par  les  trois 
autres  sommets^  la  somme  des  produits,  correspondant 
à  deux  sommets  opposés,  est  égale  à  la  somme  des  deux 
autres  produits. 

3.  Supposons  maintenant  que  trois  sommets  seulement 
appartiennent  à  une  même  branche  de  courbe.  Alors  Tun 
des  sommets  sera  à  l'intérieur  du  triangle  formé  par  les 
trois  autres  [fig-  2). 

Si  les  trois  points  A,  B,  C  appartiennent  à  la  même 
branche,  le  point  B,  par  exemple,  sera  à  l'intérieur  du 
triangle  ACD. 


(  197  ) 
Adoptons  pour   sens  positif  le  sens  indiqué  par  les 

Fig.  a. 


flèches.  Le  triangle  ABC  étant  parcouru  en  sens  con- 
traire, la  quantité 


A.  = 


j:      y       I 


représentera  le  double  de  Taire  du  triangle  ABC  changée 
de  signe.  D'autre  part,  le  point  D  appartenant  à  la 
deuxième  branche,  la  distance  D3  devra  être  prise  avec 
le  signe  — ;  de  sorte  que  Ton  aura  encore 

AD  — A,D,-H  AjDa— A8D3=o, 

A,  A|,  Aoy  A3  ayant  la  même  signification  que  précé- 
demment, et  l'énoncé  du  théorème  (I)  subsiste  ici  sans 
modifications. 

4.  Examinons  enfin  Thypothèse  de  deux  points  sur 
chaque  branche.  Le  quadrilatère  ayant  pour  sommets  ces 
quatre  points  sera  forcément  convexe. 

Soient  A  et  B  les  deux  points  appartenant  à  la  première 
branche,  C  et  D  les  deux  autres.  Les  distances  Dg  et  D3 
devront  être  prises  avec  le  signe  — ,  et  la  relation  de- 
vient 

AD  — AiDi  — AjDj-i- A3r>3=  o 
ou 


(y.^ 


AD-  AîD.^  A,D,-  A3D.V 
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A,  Am  A3,  A3  désignant  respect! vemenl  le  double  de 
Taire  du  triangle  opposé. 
Ainsi  : 

THéoREMRlI.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  inscrit 
dans  une  hjperbole,  et  tel  qu'il  y  ait  deux  sommets  sur 
chaque  branche,  si  Von  multiplie  la  distance  de  chaque 
sommet  au  foyer  par  l'aire  du  triangle  formé  par  les 
trois  autres  sommets^  la  différence  des  produits  cor- 
respondant à  deux  sommets  opposés  est  égale  à  la  dif- 
férence des  deux  autres  produits. 

Théorème  III.  —  Etant  donnés  un  point  fixe  F,  trois 
points  fixes  B,  C,  D  et  un  point  variable  A,  si,  en  multi-^ 
pliant  la  distance  au  point  F  de  chaque  sommet  du  qua- 
drilatère ABCD  par  l'aire  du  triangle  formé  par  les 
trois  autres  sommets,  la  somme  ou  la  différence  des 
produits  correspondant  à  deux  sommets  opposés  est 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  autres^  le 
point  mobile  décrit  une  conique  ayant  pour  foyer  le 
point  F. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  la  somme  des  produits. 
Soient  (x,j')  les  coordonnées  du  point  mobile ,  (x,  yj'i  ),.  -. 
les  coordonnées  des  points  fixes ,  I),  D^,  Da,  D^  les  dis- 
tances respectives  au  point  F.  On  devra  avoir 

AD  -  A,  D,  -  A,  D,—  A3l)3=  o, 

A  désignant  Taire  du  triangle  BCD  {fig*  i),  A|  celle  du 
triangle  ACD,  •  • . . 

L'équation  précédente  peut  évidemment  s  écrire 


O) 


D  jr  y  I 

D|  -Tl  Vi  I 

Dj  xj  jt  I 

1^3  ^3  .>'3  I 


=  o. 
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Sous  celle  forme,  il  esl  maiiiiesle  qu*elle  rcprésenle 
une  conique  ayant  pour  foyer  F. 

La  déinoustralioii  serait  la  même  dans  le  cas  de  la  dif- 
férence. 

Théorème  IV'  (Réciproque  des  théorèmes  1  et  II).  — 
Si  un  point  F ^ pris  dans  le  plan  d'un  quadrilatère  ABCI) 

[fiS'  ')>  ^^^  ^^^  7"^  ^'^''  ^*^ 

* 

(4)  (BCD)I)-(ACD)D,-f-(ABD)Dj-(ABG)D3=:o 
ou 

(5)  (BCD)n  — (ACD)D,  — (ABD)Dj-i-(ABC)D3  =  o, 

les  quatre  points  A,  B,  C,  I)  sont  sur  une  même  conique 
ayant  pour  foyer  le  point  F. 

Occupons-nous,  par  exemple,  de  lequation  (4)»  et  re- 
marquons d'abord  que  la  conique  représentée  par  Téqua* 
lion  (3)  passe  par  les  trois  points  (xi,  y^)^  (j'277'2;» 
(•^39/3)  •  c'^st  donc  la  conique  définie  par  le  point  F  et 
par  les  trois  points  B,  C,  D. 

Considérons  actuellement  cette  même  conique.  Son 
équation  sera,  d'après  cela, 
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(7) 


A 

\ 

Y 

1 

l>i 

J-x 

ri 

I 

l>i 

Xi 

yt 

1 

D, 

^'». 

7i 

I 

u  de  Téqual 

io 

D 

J^ 

y 

1 

l>i 

«^i 

Xi 

I 

1>2 

^2 

yt 

I 

i>3 

*^3 

y^ 

I 

=  o. 


=  o. 


ce  qui  cx]>rime  (|ue  le  point  {j(^^y)  t*st  sur  la  courbe  (6)^ 
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et  par  suite  cjue  les  quatre  points  sont  sur  une  môme  co- 
nique ayant  pour  foyer  le  point  F. 

7.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  Ton  prend  la  dif- 
férence des  produits,  la  courbe  du  théorème  III  sera  tou- 
jours une  hyperbole,  tandis  que,  si  Ton  prend  la  somme, 
elle  pourra  être  Tune  quelconque  des  trois  courbes  du 
second  degré. 

Reprenons  donc  Téquation  (3)  et  voyons  le  genre  de 
courbe  qu'elle  pourra  représenter. 

L'équation  de  la  directrice  est 


(8)     X 


D,     r,     I 

i>3  yz    I 


—y 


^x 

^\ 

I 

13, 

^t 

I 

-H 

D3 

^i 

I 

I>i  ^1  yx 
ï>s  oct  y^ 
D3    a-3   73 


=  o 


Pour  abréger,  nous  désignerons  par  m  le  coefficient 
de  a:  et  par  — /i  le  coefficient  de^,  de  telle  sorte  qae 
nous  aurons 

et,  par  suite, 

-h[(ar,-;r,)ï+(7i-7,)ï]DÎ 
'^[{x,-x^Y-^{y,^y^y]iyl 

—  2DiD,[(7,— jKjXyi—js)  +  (Ti  —  j^3)(^i  —  J^s)l 

—  2D,D3[(7,— 7j)(J3— 7j)-+-(^i  — •2-j)(^3— ^iM 

—  aDîDaKja— /,)(7,— 7,)H-(a',  — j^OCx,— X,)]. 

Soient  F  le  foyer  et  BCD  le  triangle  formé  par  les  trois 

points  (x<,j>-i),  (X2,j2),  (^3,  J3)  (/S^-  3)- 

On  voit  sans  difficulté  que  la  relation  (9)  devient 


m*  -h  /i'  = 


(10) 


—  2  6cD,DjcosD  —ibdl^x  D3  cosC  — 2C€/DsD3COS  H. 
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Or  le  triangle  BCI)  nous  donne 

2McosC  -b^-r-d'- 
2  cd  COS  B  =  f*  -f-  rf* 

Fig.  3. 


c/-% 


r^ 


-// 


Remplaçons  dans  Téquation  (lo),  elle  devient  par  une 
transforaiation  simple 

,,iî^,iî=^2(D3-D,)(D3— D,) 

H-  b^Di—  Dt)(Di  —  D3)  -+-  c«(Dj—  D,)(D,—  Dj). 


D'autre  part,  le  coeffîcient  de  D,  dans  Téquation  (3), 


est 


=  2  s, 


^3  yz    ' 

S  désignant  la  surface  du  triangle  6CD. 

Il  en  résulte  que  la  courbe  sera  une  ellipse,  une  hyper- 
bole ou  une  parabole  suivant  que  Ton  aura 


(II) 


ïfî(D3-D,)(D3-Di) 

-HÔ«(D,-Dj)(D,~D3)-hc*(Dj— D,)(D,  — D3)l4S«. 


8.  Théorème  V.  —  //  existe  une  relation  du  second 
degré  entre  les  distances  au  fojer  des  trois  sommets 
d 'un  triangle  inscrit  dans  une  parabole* 


En  effet,  nous  venons  de  voir  que,  si  la  courbe(3)  est 
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une  parabole,  ou  a 

i  rfMD3~D,)(D,-Dl)-H^»^D,    -D,)(D,  -D,) 

Cette  relation  est  du  second  degré  par  rapport  à 
D,,D„D3. 

9.  Théorème  VI.  —  Si,  par  les  divers  points  d' ufw 
conique,  on  élevée  sur  le  plan  de  la  courbe  des  perpendi- 
culaires égales  respectivement  aux  rayons  vecteurs 
allant  au  foyer,  les  extrémités  de  ces  perpendiculaires 
sont  situées  dhns  un  même  plan. 

Supposons  en  eilet  que,  dans  l'équation  (3),  D,  D| ,. . . 
représentent  les  z  des  points  (j^mTi),  ....  Le  premier 
membre  de  cette  équation  exprime  alors  que  le  volume 
du  tétraèdre,  qui  a  pour  sommets  les  quatre  points 
(j:,^,D),  [x^^y^^l}^)^  ...,  est  nul,  c*est-à  dire  que  ces 
quatre  points  sont  dans  un  même  plan. 

Cela  résulte  d'ailleurs  immédiatement  deTéquation 

D  =  rnx  -r- ny  -i-  h  ; 

car,  si,  dans  cette  équation,  on  remplace  D  par  z^  elle 
représenXe  un  plan  :  ce  plan  passe  par  la  directrice. 

Remarque  /.  —  Plus  généralement,  si  par  les  divers 
points  d'une  conique  on  mène  des  parallèles  à  une  direc- 
tion fixe,  proportionnelles  aux  rayons  vecteurs  respec- 
tifs menés  d'un  foyer  à  ces  points,  les  extrémités  de  ces 
droites  seront  dans  le  même  plan. 

En  effet,  en  remplaçantD  par  •^.  dans  la  même  équation, 

on  obtient  une  nouvelle  équation  représentant  encore 
un  plan. 

Remarque  II.  —  Deux  parallèles  à  la  direction  fixe 
devront  être  de  uiùme  sens  ou  de  sens  contraires  suivant 
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que  les  deux  points  appartiennent  à  la  même  branche 
ou  à  deux  Irranches  diiïérentes. 

A  Talde  des  remarques  précédentes,  on  démontre  sim- 
plement deux  théorèmes  bien  connus  ;  ce  sont  les  suivants  : 

10.  Théorème  VJI.  —  Toute  section  plane  d'un  cône 
de  résolution  se  projette  sur  un  plan  perpendiculaire  à 
Vaxe  mené  par  le  sommet  suivant  une  conique  ayant 
pour  foyer  le  sommet  du  cône. 

Soient,  en  efiet,  F  le  foyer  d'une  conique  (/z^.  /i)^m\xn 
point  de  la  courbe  et  Mm  =  K.  mFune  perpendiculaire 

F»c-  4- 


au  plan  de  la  courbe  menée  par  le  point  m.    Joignons 


M  et  F.  Le  triangle  Mm  F  donne 


lien  résulte 


M  ni  =  m  F  tans:  mVSX. 


tang/nFM  =  K. 


L'angle  mFM  étant  constant,  la  droite  MF  engendre 
un  cône  de  révolution  lorsque  le  point  m  décrit  la 
conique. 

D'ailleurs  la  conique  peut  être  considérée  comme  la 
projection  sur  son  plan  de  la  section  faite  dans  ce  cône 
par  un  plan  sécant  quelconque  ::  =  K  (  tnx  -+-  ny  •+•/')  i- 
d'où  le  théorème  énoncé» 
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1 1 .  Tbéobèup.  VIII.  —  Toute  section  plane  d\in  cône 
du  second  ordre  se  projette  sur  un  plan  cyclique  mené 
par  le  sommet  y  et  lorsque  les  projetantes  sont  parallèles 
au  diamètre  conjugué  au  plan  cyclique  considéré,  sui- 
vant  une  conique  ayant  pour  foyer  le  sommet  du  cône. 

En    eflet,    si    la    direction    Mm    {Jig-  4)   n'est   plus 

perpendiculaire  au  plan  de  la  conique,  Tangle  m  FM 
n'est  plus  constant,  et  MF  engendre  un  cône  quelconque 
du  second  ordre.  Seulement  ce  cône  admet  le  plan  de  la 
conique  comi^^e  plan  cyclique. 

Application  a  la  détermination  des  foyers 
dans  les  courbes  du  second  ordre. 

12.  Nous  allons  appliquer  les  résultats  qui  précèdent 
à  la  détermination  des  foyers  dans  les  courbes  du  second 
ordre. 

Avant  d'aborder  cette  question,  il  est  bon  de  faire 
quelques'remarques.  * 

L'équation  d'une  courbe  du  second  degré,  quand  elle 
possède  un  foyer  (a,  ^),  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(i3)  (a?  — a)'-f-  (j  —  p  )*  —  ( /Tia: -+-  ny  -h  ay  =  o.  " 

Si,  dans  celte  équation,  on  fait  j:  =  a,  j^=  p,  le  ré- 
sultat de  la  substitution  est  —  (ma-i-w^-f-A)^  :  il  a 
donc  le  signe  — . 

Si  Ton  remplace  j:  et j^  par  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  directrice,' le  résultat  de  la  substitu- 
tion est  [Xi  —  a)2+  [yi —  p)^,  Xi  et  fi  étant  les  coor- 
données de  ce  point  :  ce  résultat  est  donc  positif. 

Donc  : 

Théorème  IX.  — Dans  toute  courbe  du  second  degré, 
le  foyer,  s'il  y  en  a  un,  et  un  point  quelconque  delà 
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directrice  correspondante  appartiennent  à  des  régions 
différentes. 

11  en  résulte  que  :  * 

I  °  Datis  l'ellipse  et  dans  la  parabole,  les  foyers  sont 
intérieurs  à  la  courbe  et  la  directrice  extérieure. 

Car,  si  un  foyer  élait  extérieur,  ou  si  la  directrice 
coupait  la  courbe,  il  y  aurait  des  points  de  la  directrice 
qui  appartiendraient  à  la  même  région  que  le  foyer. 

2''  Dans  l* hyperbole j  la  directrice  est  dans  la  même 
région  que  les  asymptotes. 

Même  démonstration  que  plus  haut. 

Passons  maintenant  à  la  détermination  des  foyers. 
Nous  examinerons  pour  cela  séparément  chaque  genre 
de  courbe. 

I.  —  Foyehs  de  l'ellipse. 

13.  Nous  avonsvuque,  si  un  quadrilatère  ABCD(/ig'.  i) 
est  inscrit  dans  une  ellipse,  on  a  la  relation 

AD  — AiDj-+-AïDî--A3D3  =  o. 

I 

Je  rappelle  que,  si  D  est  la  distance  du  foyer  au  point 
Â,  la  quantité  A  est  Taire  du  triangle  BCD,  .... 

Supposons  que  le  quadrilatère  inscrit  devienne  un 
parallélogramme.  On  aura 

A  =  Al  =  Aj  =  A.^', 
et,  par  suite, 

D  —  D,  -h  Dj  —  D3  =  o, 

ou 

D-t- D2  =  r), -f-Dv 

Ainsi  : 

Théoiiême  X.  —  Si  un  parallélogramme  est  inscrit 


(  ^oii  ) 
dans  une  ellipse;,  la  somme  des  distances  d 'un  foyer  à 
deux  sommets  opposés  est  égale  à  la  somme  des  dis- 
tÇFices  du  même  foyer  aux  deux  autres  sommets. 

Ce  théorème  est  évident  si  Toii  part  de  la  définition 
géométrique  de  l'ellipse.  Nous  le  trouvons  ici  directe- 
ment comme  conséquence  du  théorème  I,  et  nous  allons 
nous  en  servir  d'abord  pour  établir  la  définition  géomé- 
trique, et  ensuite  pour  déterminer  les  foyers. 

1 4.  Définition  géométrique.  —  Pour  arriver  à  la  défi- 
nition géométrique  de  Tellipse,  remarquons  qi|e,  si  la 
courbe  admet  un  loyer  F  {fig*  5  ),  le  point  ¥*  symétrique 

Fie.  5. 


-r ■ r^ 


M' 


du  point  F  par  rapport  au  centre  sera  aussi  un  foyer. 

D'autre  part,  si  un  parallélogramme  est  inscrit  dans 
une  ellipse,  les  diagonales  sont  des  diamètres  de  la 
courbe,  de  sorte  que  le  théorème  X  peut  s'énoncer  : 

La  somme  des  distances  d'un  foyer  aux  deux  extré- 
mités d'un  diamètre  est  constante. 

Soient  alors   M  et   M'  deux   points   diamétralement 

opposés.  La  figure  MFM'F'est  un  parallélogramme;  et, 

puisque 

MF   r-M'F  =  K. 

K  étant  une  constante,  il  en  résulte 

•        M  F  ^  MF'  =-  K. 
Ainsi  : 

TnéoBÈME  X[.  —  Dans  toute  ellipse,  la  somme  des 
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il istances  (l' un  point  quelconque  de  la  courbe  aux  deux 
foyers  est  constante, 

15.  Détertnination  des  foyers,  —  A  Taîde  du  théo- 
rème XI,  et  sans  connaître  la  position  exacte  des  foyers, 
OH  démontrera  parle  procédé  ordinaire  que  la  tangente 
à  V  ellipse  fait  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vec- 
teurs allant  des  foyers  au  point  de  contact, 

La  démonstration  de  cette  proposition  est  bien  con- 
nue, et  nous  ne  la  rappellerons  pas.  Cependant  nous 
ferons  remarquer  qu'elle  repose  uniquement  sur  cette 
propriété  :  La  somme  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  aux  deux  foyers  est  constante,  et 
la  position  exacte  des  foyers  n'y  joue  aucun  rùle. 

Considérons  alors  le  diamètre  qui  contient  les  foyers. 
Soient  M  l'extrémité  'de  ce  diamètre,  TT'  la  tangente 
en  M  (Jig.  6) ^  les  rayons  vecteurs  sont  confondus. 


M 


— T  ' 

F 


OrTangleTiVIF  doit  être  égal  à  l'angle  Ï'MF:  donc  le 
diamètre  FP  doit  être  normal  à  la  courbe,  et  les  foyers, 
s'ils  existent,  ne  peuvent  se  trouver  que  sur  l'un  des  axes. 

Supposons  que  les  foyers  soient  sur  le  petit  axe.  Soient  '^ 

Fie-  7. 
R 


A' 


B 


l'un  des  foyers  et  AA'  le  grand  axe  {fg.  7) 
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Puisque  la  somme  des  distances  aux  extrémités  d*uii 
diamètre  est  coustante,  on  aura,  en  la  désignant  par  S, 

ce  qui  est  impossible,  puisque  Ton  a 

©  A  -hoA'>  A  A' 

et,  à  plus  forte  raison, 

©A-h©A'>BB'. 

Ainsi  les  foyers  sont  sur  le  grand  axe,  et  la  somme  S 
est  égale  à  a  a,  a  désignant  le  demi-grand  axe. 

On  obtient  par  suite  les  foyers  en  décriv^ant  du  point 
B  comme  centre  une  circonférence  de  rajon  égal  à  a . 
Cette  circonférence  coupe  AA'  en  deux  points  et,  par 
suite,  il  y  a  deux  foyers  dans  rdlipse. 

16.  On  aurait  pu  arriver  aux  mêmes  conclusions  sans 
faire  intervenir  la  propriété  de  la  tangente.  En  elïet, 
soient  F  un  foyer  intérieur  à  la  courbe,  Mj\:(^Ie  diamètre 
qui  passe  par  ce  point  {/ig-  8)  et  A  A'  le  grand  axe.  La 

Fig.  8. 


somme  des  distances  du  point  F  aux  extrémités  d'un 
diamètre  étant  constante,  on  aura,  en  la  désignant  par  S, 

S  =  FM  -h  FM'  =  FA  -4-  FA'. 

Or  FA  -h  FxV]>  AA'  et  à  plus  forte  raison  plus  grand 
que  MM'  :  donc,  pour  que  Tégalité  précédente  puisse 
avoir  lien,  il  faut  que  le  point  F  soit  sur  A  A',  et  Ton 
achèvera  comme  plus  liaul.  {y/  suivre.) 
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ÉQUATlOill  AUX  CARRÉS  DES  DIFFÉRENCES  DE  L  ÉQUATION 
GÉNÉRALE  DU  QUATRIÈME  DEGRÉ  -, 


Par  m.  forestier. 


1.   Soit 

x^  ^  flX^  -^  p^x-  -^  pzx  -^p\  =  o 

réquation  générale  du  quatrième  degré. 

Pour  trouver  Téquation  aux  différences,  on  doit  rem 
placer  x  par  .r  H-j^,  ce  qui  donne 

ar*  ■+■  iy     x^-i-  6jK>        X*  -h  4^' 
-t-/?i  -t-  3/?,7  -^  3^,7* 

^-  /?  j  -^  2/?  j7 


X  -  -  V* 

4' 


et  Ton  doit  éliminera  entre  l'équation  donnée  et  celle-ci. 
L'équation  résultante  en  j*  est  l'équation  cherchée. 

2.  Si  l'on  effectue  cette  élimination  par  la  méthode  de 
Sylvester,  on  est  conduit  à  un  déterminant  du  huitième 
ordre  qui  contient  4o3âO  termes,  dont  chacun  est  le 
produit  de  huit  facteurs,  qui,  pour  la  plupart,  sont  des 
polynômes  en^  pouvant  avoir  jusqu'à  cinq  termes.  Plu- 
sieurs d'entre  eux  sont  nuls,  parce  que,  parmi  les  soixante- 
quatre  facteurs  qui  concourent  à  les  former,  il  y  en  a 
douze  qui  sont  égaux  à  zéro.  Néanmoins,  malgré  la  sim- 
plification considérable  que  cette  circonstance  apporte 
dans  l'expression,  le  calcul  parait  impraticable. 

3.  En  employant  la  méthode  d'élimination  de  Bézout, 
on  obtient  un  déterminant  du  quatrième  ordre,  dont  le 
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développement  na  plus  que  vingt-quatre  termes.  Mais 
chacun  de  ses  termes  est  un  polynôme  de  degré  élevé  par 
rapport  à  y.  Plusieurs  sont  du  seizième  degré,  quoique 
le  résultat  final  doive  se  réduire  au  douzième.  En 
outre,  les  coefficients  des  puissances  de  j  sont  eux- 
mêmes  des  polynômes  dépendant  de  p^^p^^  ....  Il 
serait  encore  très  difficile  de  mener  à  bien  un  pareil 
calcul. 

Les  autres  méthodes  d'élimination  ne  réussissent  pas 
mieux. 

4.  Les  méthodes  que  j'ai  employées  sont  relativement 
très  courtes,  quoique  l'ensemble  soit  encore  un  travail 
de  longue  haleine.  Ces  procédés  ont  le  grand  avantage 
de  fractionner  le  calcul.  Chaque  coefficient  s'obtient  sé- 
parément et  indépendamment  des  autres.  Chacun  de  ces 
coefficients  est  lui-même  calculé  par  fractions  indépen- 
dantes, ce  qui  donne  une  grande  simplicité  et  surtout 
une  grande  sûreté. 

5.  Le  but  de  ce  travail  est  d'exposer  ces  méthodes  et 
d'entrer  dans  tous  les  détails  du  calcul  de  deux  des  coef- 
ficients. Il  est  iuutile  de  les  reproduire  pour  chacun  des 
autres.  Il  suffira  de  donner  les  résultats  soigneusement 
contrôlés. 

6.  Soit 

l'équation  du  quatrième  degré.  L'équation  aux  diffé- 
rences sera  du  douzième  degré,  et  l'équation  aux  carrés 
des  différences  sera  du  sixième  degré.  Soit  donc 

cette  équation. 


(2.1) 

Les  coefiicieiits  Qi,  Q2,  Q3,  •••  sont  des  fonctions 
dfis  différences  des  quatre  racines  de  l'équation  (1).  Si  je 
désigne  ces  racines  par  a,  jB,  y?  ^?  nous  aurons 

-Q,=  j:(a-?)«,     Q,=  2(a-p)«(a-Y)«, 
-Q,=  2(a-p)«(a-Y)»(«-S)',     •.•• 

Le  signe  S  s'étend  à  toutes  les  différences  que  l'on  peut 
faire  entre  les  quatre  racines. 

7.  Chaque  coefBcîent  Qi,  Q2,  Qs,  ...  est  une  fonc- 
tion symétrique  des  racines  de  l'équation  (i),  et  son 
expression,  en  fonction  de  pi^  p2y  pz  et  p^^  est  une  fonc- 
tion entière  de  ces  coefficients.  En  outre,  la  somme  des 
indices  des  facteurs  p^^  p^^  pz^  p^^  dans  chaque  terme 
de  chacune  de  ces  expressions,  est  constante  et  égale  au 
degré  de  l'expression  en  fonction  des  racines:  ainsi,  dans 
Qs,  cette  somme  d'indices  sera  égale  a  6. 

En  effet,  soit 

Je  multiplie  toutes  les  racines  de  l'équation  (i)  par  A'. 
Cette  équation  devient 

En  général,  le  coefficient  pn  de  l'équation  (i)  devient 
k"pn  dans  la  nouvelle  équation.  Nous  aurons  donc 

o(A/?i,  k^pi,  k^piy  k^p,,) 

=  2[(X:a— A-p)«(A:a  — A-Y)»(A-a  — A:8)2] 

=  ^«2 [(a -?)«(«- T)«(a -  5)«]  =  X:6cp(/7„/7„/73,/?4). 

Donc  la  fonction  ^  est  homogène  par  rapport  aux  indices 
de  p  et  du  sixième  degré. 

• 

8.  Le  degré  de  ^{pk^p^-iPz-iPh))  expression  de  —  Q3, 
c'est-à-dire  le  nombre  des  facteurs  du  terme  qui  en  a  le 
plus,  est  égal  h  la  plus  haute  puissance  des  racines  en- 
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trant  dans  Texpressioii  de  ce  coefficient  en  fonction  des 
racines. 

En  efiet^  désignons  par  ^4  la  somme  des  trois  racines 
P,  y,  3,  et  par  ^2,  ^3,  ^4  les  sommes  de  leurs  produits  deux 
à  deux,  trois  à  trois  et  quatre  à  quatre.  JNous  aurons 

Substituons  ces  valeurs  dans  'f{pi^p2'iP»'iPA)'  Nous 
devons  reproduire  S  [(a —  ?)"(a  —  Y)^(a  —  S)']*  Or,  si 
la  fonction  cp  contenait  des  termes  supérieurs  au  sixième, 
le  résultat  de  la  substitution  contiendrait  des  puissances 
de  a  supérieures  à  6,  qui  ne  pourraient  pas  se  réduire, 
et  Ton  ne  retrouverait  pas  le  résultat  prévu.  Donc  la 
fonction  ^  n'est  pas  d'un  degré  supérieur  au  sixième. 
On  voit  de  même  qu'elle  n'est  pas  d'un  degré  inférieur. 

9.  Ces  deux  propriétés  nous  permettent  d'écrire  im- 
médiatement l'expression  littérale  de  chaque  coefficient. 
Ainsi  on  trouve 

-H  E/?8/?î  -^  Fpl  -h  Gplp\  ■+-  Uptp\  -h  lp\ . 

Dans  Q,  =  S[(a-|3y^(a-Y)^(a-o)^(p-Y)'],  la 
somme  des  indices  de  chaque  terme  doit  être  8,  et  le 
degré,  6.  On  a  donc 

Q4  =  A/)î  -+-  B/?4/?3/?,  H-  Cp,,pl  -4-  D/?4/?,/?î 
-i-  E/?4/?}+  F/?|/?,H-  Gplp\-hïîpiplpi 
-h  lpip\-\-  KpzPîpl-^  Lp\-r-  ^'^P\p\-^  ^PÏPl' 

Les  mcDies  lettres  dans  les  deux  expressions  ne  repré- 
sentent pas  les  mêmes  nombres.  Les  expressions  sont 
indépendantes  l'une  de  l'autre,  et  les  lettres  A,  B,  . .  • 
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représentent  les  coefiicients  inconnus  de  chaque  poly- 
nôme, coefficients  qui  restent  à  déterminer. 

10.  Nous  avons  vu  que  Qi ,  Q25  ...  sont  des  fonctions 
des  différences  des  racines  de  Téquation  (1).'  Mais  toute 
fonction  de  la  différence  des  racines  d'une  équation  doit 
satisfaire  a  une  équation  différentielle  qui  provient  de 
ce  que  cette  fonction  ne  doit  pas  changer  quand  ou 
augmente  d*uue  même  quantité  toutes  les  racines  de  cette 
équation.  Je  vais  établir  cette  relation,  qui  me  servira 
dans  le  calcul  des  quantités  Qi,  Q2,  Q9,  .... 
Soit 

If{x)  =  o, 
ou 

une  équation  donnée,  et 

une  fonction  quelconque  de  la  différence  de  ses  racines 
exprimée  au  moyen  des  coefGcients  de  Téquation.  Je; 
i-cmplace,  dans  l'équation  (3),  j:  parx-h).,  ce  qui  re- 
vient à  augmenter  de  —  \  chaque  racine^le  cette  équa- 
tion. Je  développe  le  résultat  y(x  -j-  ).)  =  o  suivant  les 
puissances  croissantes  de  X  : 

(  "^  —  [/i(/i-i)^«-M-...]...  =  o. 

J'ordonne  maintenant  cette  équation  suivant  les  puis- 
sances décroissantes  de  .r,  j'aurai 

j-n^  I>,j./i-l.i_  p,.r/i-î_:.  p^r"-^-ir.  ,  Vn-    O, 
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Cil  posant 

i>  /  \     \       n{n~\)      . 


Le  coefficient  de  "k  dans  chacune  de  ces  expressions  est 
donné  par  la  quantité  dans  la  première  parenthèse  de 
l'équation  (5). 

La  fonction  (4)  de  la  diilërence  des  racines  deviendra 

?(Pi,  P2,P3,  ...,P«). 
Je  la  développe  suivant  les  puissances  de  \  : 

^(Pi^Pii  "",Pn) 

.  /  ^9   rfP,        do   rfPj        dt   c?P,  \        À*  /     \ 

\dpx    d\        dpi    dk        dp^    d)s  /    '    i.-2\     / 

Mais 

dPi  dP,        .  .  dï\        . 

Cette  fonction  ne  change  pas  avec  X,  donc  chaque  coel- 
iicient  de  X  est  nul,  et  Ton  a 

do  do  do 

(6)     «^H-(„_,);„^^+(n--.);„^-^...=  o. 

Cette  relation  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  va- 
leurs de  /?!,  p2^  pn'i  ....  Si  elle  est  entière,  le  coeflîcîent 
de  chaque  terme  sera  nul,  ce  qui  donnera  autant  d'équa- 
tions qu'il  y  :i  de  termes. 

Si  l'expression  o  est  l'une  de  celles  que  nous  avons  à 
considérer,  où  la  somme  des  indices  des  facteurs  de 
chaque  terme  est  constante,  il  est  facile  de  voir  que 
l'équation  (6)  sera  du  même  degré  que  o,  mais  que  la 
somme  des  indices  dans  chaque  terme  sera  moindre 
d'une  unité.  Cela  fournira  un  contrôle  des  calculs. 
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Calcul  du  coefficient  Q3. 
4 1 .  Nous  avons  trouvé 

—  Q,=  2(a-?)«(a-Y)*(a-a)« 

-i-  E/?3/?î -f-  F/?J -I-  G/>î/?î  -t-  Upip*  -h  lp\. 

Je  fais  Pi  =  o,  />4  =  o.  Deux  des  racines  de  Téquation  ( i) 
sont  nulles,  et  les  quatre  racines  sont  a,  p,  o,  o.  L'expres- 
sion S(a  —  py(^  —  T)*(^  —  ^)'  devient  facile  à  cal- 
culer; on  trouve 

(a— p)2[(aï-+-p»)2-+-2a»p«J-^aa*p2(a2-4-?«). 
Les  racines  a  et  [3  sont  données  par  l'équation 

et  les  fonctions  de  ces  deux  racines  qui  entrent  dans 

l'expression  précédente  s'obtiennent  presque  sans  calcul. 

On  trouve  (a—P)2  =  />î  —  4/^^  a^ -I- pa -- ^2 _  ^^^ 

et  OL^  =  P2-  En  substituant,  l'expression  de  — Q3  de- 
vient 

Mais,  d'un  autre  côté,  la  valeur  de  — Q3,  par  l'iiypo- 
thèse p3  =  0^  pji=  o,  devient 

Fpl^Gp\p\-r-Hp,p\^lpl 

d'où  je  déduis  par  comparaison 

F=~28,     G  =  2{,     H  =—8,     1=1, 

et,  par  conséquent, 

—  Q3  =  A/?4/>,-h  B/>4/?î  -h  Cpl  -+-  Dp^pipi 

-h  Epip\  —  2Spl  -H  '2,ip\p\  —  Spipl  -^/?î, 

ri  il  lie  reste  plus  que  cinq  coefficients  h  déterminer. 


(  «'6  ) 

12.  Pour  calculer  ces  coefUcients,  j'aurai  recours  à 
Téquation  différentielle  (6),  qui  devîeiil,  pour  l'équation 
donnée, 

,  do       ^      do  do  do 

dpi         ^    dpi         ^    dps       ^    dpi 

En  la  développant  pour  la  fonction  —  Q3,  on  obtient 

(3A-h8B)/>v/?i 

4- (A -+- 4G -h  4t>)/?8/'t-H  (B -f- 3D -f^  i2E)/?3/>; 

-h  (2D  —  6o)/?î/?, -h  (2E -M6)/?t/?î -+- (24  —  24)/>î  =  o. 

J'égale  à  zéro  chaque  coefficient,  et  j'ai  ainsi  une  iden- 
tité  et  les  cinq  équations  suivantes,  pour  déterminer  les 
cinq  coefficients  inconnus  : 

3A-i-8B  =  o,     A-i-4G-i-4D  =  0,     B -+- 3D -+- 12E  =  o, 

2D  —  60  =  0,     2Eh-i6  =  o; 
d'où  l'on  tire 

A  =  —  16,     B  =  6,     G  =—26,     D  =  3o,     E=:  — 8. 
Par  conséquent, 

—  Q3  =  —  i6p!,pt  -H  6/74^1  —  i6pl  -r  ^opsptpi 

Calcul  ^e  Qi. 

13.  Nous  savons  que 

Son  expression  en  fonction  de  p^^  p^^  7^3,  Pk  sera  du 
sixième  degré  par  rapport  au  nombre  des  facteurs  (8), 
et  par  rapport  aux  indices,  elle  sera  homogène  et  du 
huitième  ordre  (7).  Nous  aurons  donc 

(  Qv  =  A/?5  -f-  Bpi^pipi  -h  Cp,,pl  -t-  T>PiPip\ 
(7)    <  -^i^PkPl  r~¥plpi-i-Gplp\-hUp^plpi 

{        -^  ^p^pI'-  ^PiPip\-^  W'I-^^^plp]^  ^pIp\- 
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14.  On  pourrait,  comme  dans  le  calcul  de  Qs,  faire 
p^  =z  Oj  p^=.  o,  pour  exprimer,  dans  ce  cas  particulier, 
Q4  en  fonction  de  p^  et  p^^  et  déterminer  un  certain 
nombre  de  coeflîcients.  Mais,  pour  avoir  un  plus  grand 
nombre  de  vériCcations  par  Téquation  diirérentielle,  fai- 
sons seulement  p^  =  o.  Alors 

se  réduit  à 

Les  trois  parenthèses  qui  dépendent  des  différences 
des  racines  sont  les  coefficients,  au  signe  près,  de  Téqua- 
tion  aux  carrés  des  différences  de  Téquation  du  troisième 

degré 

x^-{-  piX^-i-piX  -^P2=  o. 

Cette  équation  est  connue  :  c'est 

a:^ -h  (6pi—  2p\)x^ -\-{qpI  —  epip\ -h p\)x 

Nous  avons  donc 

(a-Y)n?  -  T)*  + («-?)'(?- ï)'  +  («~?)n«-T)* 

(«-?)Ma-Y)'(?-ï)* 

=  —  '^IPl  —  ^PiP\ -^  » ^P%PiP\  —  ^p\^p\p\ • 

Les  trois  parenthèses  qui  dépendent  de  a,  p,  y  sont 
aussi,  au  signe  près,  les  coefficients  de  Téquation  aux 
carrés  des  racines  de  Téquation  proposée,  équation  que 

Ton  obtient  en  changeant  dans  (1)  x  en  yjx.  Cette  équa- 
tion est 

x^-h{'?.pi  —  p\)x''-^  (p\—  f P:xP\)jo  —  pl:=  o; 
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d'où  Ton  lire 

En  subsliluant  dans  Texprcssiou  (8),  nous  obtenons 
A^plPi  —  ^^plp]  —  ^'^P^pIpi 

En  faisant  ^4  =  0  dans  (7),  et  comparant  le  résultat  à 
ce  dernier,  nous  en  déduisons 

F  =  48,     Or=-25,     H  ="54,     I=  — 6,     K  =  38, 
L=i7,     M  =  —  12,     N  =  2, 

et  il  ne  reste  plus  que  les  cinq  premiers  coefficients  à 
déterminer. 

15.  !Nous  avons  donc 

Qv  =  A/?î  -+-  B/?^/?3/>,  -h  Cpipl  -H  n/?4/?,/>î 

-+-  E;^/?}  -h  .'fiplpi  —  25/>î/?î  —  5ipsp\pi 

-^  3Spz Pip] ~  6pzpî -^  lypl  —  i2pIpI  -^  'iplp\. 

L'équation  différentielle  (6)  appliquée  à  cette  fonction 
devient,  ainsi  que  nous  Tavons  déjà  dit  (12), 


dpi        ^    api        ^  dpz  dpi. 


et  elle  donne 

( '2  A  -h  3  B )p\pz  H-  !i ( B  -h  3  C  -^  4  ï^ )P^P^P\ 

-+-  (3D  -4-  \Ç>\i)p^p\  -h  (B  -  56 )/?!/>,  -h  (G  -  24)/>3/?i 
-f-  (D  -+-  32)/?3/?2/?î  -h  (  E  —  6)/?3/>î  -H  o. /??/), 

-+•  o./>5/?J  -h  o.pfp'l  =  o. 

Chaque  coefïicient  devant  être  nul,  nous  obtenons  sept 
équations  et  trois  identités  qui  sont  trois  vériCcations. 
En  résolvant  les  sept  équations,  nous  obtenons  les  valeurs 
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des  cinq  coefficients  inconnus,  et  deux  nouvelles  vériiî 
cations.  Les  valeurs  des  coefGcients  sont 

A=  — 112,     B  =  56,     C  =  '24,     D=  — 3-2,     Er=0. 

Nous  avons  donc 

Q^  =  —  i  iipl  -h  56/?4/?3/? i  -+-  J^\Pip\ 

—  32/?v/>j/?;  -+-  6p^p\  ■+-  ^Splpi—  lôplpl  —  54/'3/>îy?i 
-H  ^SpiPipl  —  6pipl  -h  iyp.l  —  iiplp\  -h  2pIp\. 

Conclusion, 
16.  L'équation 

X''  -h  piX^  -h  piX^  -^  p^X  -h/?4  =  o 

a  pour  équation  aux  carrés  des  diiTércnces 

x«-»-  Qiar»-H  Qiar*-h  Qsx'-h  Q*a:*H-  Qg^-  -i-  Q6=  o. 
Les  valeurs  des  coefficients  sont 

Qi=      Spt-3p\, 

Qj  =      8/?4  —  ipzpi  -+-  22/?î  —  i6pip]  -f-  3/?}, 

Qa  =       i6/>4/>j—  6/>4/>î  -+-  26/? î  —  3o/?3/?2/>i  h-  8/?3/?'{  -»-  28/? J 

■+-  \^PlPi—  '^^pIp\  —  ^iPiPlPi  -+-  38/>3/?ï/?î  —  6/>3/?; 

-r-I7/?i— I2^;/?î-+-2/?*/7{, 

Qs  =  —  i9a/?î/>2-+-  7^/'î/'î  -+-  2i6/?^y?5  —  i^opt^PiPiPi 

-^  i^PiPiPl  -^  32/?4/>J  —  &P!,pIp\  —  j^pIpi  -t-  iSplpl 
-+-  42/>î/?î/?î  -  9pIp\  -  26/)3/>îi?i  -+-  6/73/?î/>î 

Q«  =     256/?;  —  ig'iplpsPi  —  f'^'^pïpl  ■+■  ^Uplpip] 
—  ^7P\pi -+-  liiPkPÎPi  —  ^PkPlp\  —  ^op^p^plpx 
-+-  i8/>*/>3i?î/>î  -*-  i6/>4/?î  —  4/?*/'J/>î  —  27/?  î 
-f  i8;7»/?j/?,  ~  4/?J/>?  -  \p\p\  ■^p\p\p\ . 
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SUR  UN  ALGORITHME  ALGÉBRIQUE, 

Par    m.   Maurice    DOGAGNE, 
Élève  Ingénieur   des   Ponts   et   Chaussées. 


Représentons  le  développement  de  la  m**^"®  puissance 
du  polynôme  ai  -+-  aj-f-. . .+  «y?,  où  Ton  remplace  tous 
les  coefficients  par  l'unité,  à  Taide  de  la  notation 

Cet  algorithme  jouit  des  propriétés  suivantes  {*)  * 
(i)    [a,a,. .  .rt,,]""'  =  f  a, . . .«;,_,  l^"»' -h  ap[ai a,. .  .a,,](''«-i', 

{'1)  < 

(       —  (a^^_,— a,)(aia,...a;,^,  ]^"»-»', 

Dans  le  cas  où 

nous  poserons 

lai«2...ûr;,l('"'=li;,]"«\ 

Nous  pourrons  facilement  calfculer,  par  voie  récur- 
rente, les  quantités  [i/ï]^"'^» 


(')  Ma  Note,  rédig;ée  il  y  a  un  an,  à  l'Krole  Polytechnique,  avait 
primitivement  pour  but  l'étude  de  cet  algorithme  dont  je  croyais 
l'idée  nouvelle  et  dont  j'avais  trouvé  quelques  propriétés.  Mais 
M.Brisse,  m*ayant  appris  que  cet  algorithme  avait  déjà  été  étudié  par 
Wronski  qui  le  nommait  fonction  aieph  et  en  avait  fait  un  fréquent 
usage,  je  me  borne  à  énoncer  celles  des  propriétés  dont  j'aurai  be- 
soin pour  la  présente  application,  extraite  de  mon  travail  primitif,  et 
(jui,  je  crois,  est  nouvelle.  Ma  notation  est  d'ailleurs,  au  signe  aleph 
prcs,  fcllc  de  Wronski. 
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Eu  efFet,  la  formule  (i)  donne,  dans  ce  cas, 

[ipY"'>  =  [ip-iV""+pUpY"-", 

et  l'on  a  les  conditions  initiales 

p(p-i-l) 


[■.]"»'=  I,      [1/.]'"  = 


2 


On  trouve  ainsi 


|i,p=i,     [i,V«'=7,       [i3]<*^=25,     [uP'=65, 
[i,](3)  =  ,,     [i,p)=^,5,     [i3p'  =  9o,     [ivP'  =  35o, 


Ces  nombres  sont  identiques  à  certains  coefHcienls 
envisagés  par  M.  Schloniilch  dans  un  Mémoire  sur  les 
facultés  analytiques.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce 
point. 

a  étant  un  nombre  entier,  faisons  maintenant 

ai  =  a,     a2=aH-i,     ...,     ap=aL-^p  —  i, 
et  posons 

Pour  calculer  les  nombres  [a^]^"*^  àTaîde  des  nombres 
[ijj]^'"^  appliquons  la  formule  (a)^  elle  donne 


On  déduit  de  là  que 

(a  —  i)(a  — 2)     ,  -r  v«  «1 


(     !>.!>.  1>.    ) 

Mais  on  peut  aussi  calculer  directement ,  par  voie  ré- 
currente, les  nombres  [a;,]^'"^  La  formule  (i)  donne,  en 
effet,  pour  ces  nombres, 

et  l*on  a  les  conditions  initiales 

r         Mt)  /  ^  r  /  M  /?  ('2  a  H- /î  ~  1  ) 

Tous  les  nombres  qui  viennent  d'être  définis  jouent 
un  rôle  dans  la  théorie  des  facultés  analytiques.  Je  vais, 
en  effet,  démontrer  que 

( ! 

\  (5  — a)[5  — (a-hi)J...[5  — (a-t-/?  — i)J 

la  valeur  de  ;::  étant,  bien  entendu,  supposée  choisie  de 
façon  A  rendre  la  série  convergente.  On  a 

Mais 

■yf;^  <a^-...^-(a+/,-.). 

La  série  sera  donc  convergente  pour 

^>a-h...-f-(a-4-j5  — i). 

La  formule  se  vérifiant  immédiatement  pour  p  =  t^ 
faisons  voir  que  si  elle  a  lieu  pour  la  valeur  /;  —  i ,  elle 
est  encore  vraie  pour  la  valeur  p. 

Supposons  alors  que 


(z  —  ol),  ,  .[z  —  (an-/?  —  ii)J 


zP  »  zP  zP^^  zP-*-"*-^ 


(  9.'>.?>  ) 

Cette  série  est  évidemment  convergente  pour  toute 
valeur  de  z  qui  rend  la  précédente  convergente;  pour 
cette  valeur  de  z,  on  a  également 


a  -\-  p  —  I 


z  —  (a-hjo  —  \)       z  z^ 

(a-h  p  —  i)'  (oi-hp  —  i) 


m 


-3  -/«-Hl 

Faisons  le  produit  de  ces  deux  développements;  le 
coefficient  du  terme  en  -^^^^^r,  ^^st 

ou^  d'après  la  formule  (3), 

La  proposition  est  par  suite  établie. 
Dans  le  cas  particulier  où  a  =  i , 


(5  — i)(5  — a)...(-3— y>) 


zP         z/*-^^  zP-^^  zP-^"^ 


A» 


C'est  ce  développement  que  M.  Sclilomilch  envisage, 
dans  son  Mémoire  Sur  les  coefficients  des  facultés 
analytiques  (*).  Il  désigne  le  coefficient  du  terme  en 

— —  par  Céfnt  et  en  donne  Texpression 

*  ""  1.2. '6,  .  .p 

Mais,  d'après  la  formule  précédente,  on  a 

(•)  Journal  de  C relie,  t.  Vu  \uV\\. 
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la  comparaison  de  ces  deux  expressions  fournit  un  théo- 
rème. 

Il  est  facile  d'avoir  la  fonction  génératrice  du  nombre 
[apjf'''^  Multipliant  les  deux  membres  de  la  formule  (4) 

par  zP  et  posant  -  =  x,  nous  avons 

(i —  :lx)[i  —  (aH-i)x|...[i  —  (*-!-/>  —  O^J 

La  fonction  génératrice  est  donc 

I 

(i  —  aj:)[i  — (a-hi)d:|...[i  —  {^ -^  P  —  O^J 

et  l'on  a 

[a^p)= î 

X  I  D"* ! 1 

L        (i  — a^)[i— (a-f-i)J7]...[i— (a-h/?— i)a']J,=o 

Tous  ces  résultats  relatifs  aux  facultés  analytiques  se 
généralisent  facilement,  la  démonstration  étant  identique. 

Soit 

f{z)  =  zP-h  \izP-^  -4-... -H  Ap-iS  -h  Ap=  o 

une  équation  ayant  toutes  ses  racines  ai,  as,  .,.^ap 
réelles.  On  a 

^^  /{z)"  ZP  zP^i  -H...-+-  ^^^^^  -f-..., 

et  cette  série  est  convergente  pour  z  >  a  i  -f-  «2  -H  •  •  •  H-  «y>« 
Multipliant  les  deux  membres  par  zP^  posant 

1 
^  ~  a? 
et 

f^(x)—  I  -+-  Ai^F  -♦-. . .-+-  Ap-ixP-^  -+-  ApxPj 
on  a 

(6)    — —  =n-[aiaj. .  .«y,]f*^a:-+-...-f-f«irtj. .  .apY'^^x'" -h,. . . 


(  aa5  ) 
La  foiicliou  génératrice  d*  [ajao •••'*;»] ^'"^   est  donc 
--^,  et  Ton  a  (M 

[«!«♦...««  ]("*'=  ! D'»  — î— 


ijr-  0 


Mais  la  formule  (5)  va  nous  conduire  à  un  résultat  plus 
intéressant. 

En  effet,  si,  d'une  manière  générale,  nous  désignons 
par  a  une  racine  de  Téquation 

nous  avons 

ou,  en  supposant  toujours  prise  pour  z  une  valeur  qui 
rende  le  développement  de  j—r  convergent, 

f    ^1   aP'^  I       ICI  rt/'"*-^-"» 

"^  Tp  Jidfja)  "^  ^  iÂ^^'^   /'(a)    "^••" 

Identifiant  cette  formule  avec  la  formule  (5),  nous 
voyons  que 

que 


y --.--M 


(')  M.  Drisse,  en  me  signalant  la  théorie  des  fonctions  aleph  de 
Wronski,  m'a  indiqué,  dans  le  Journal  de  M.  jResal,  t.  VII,  p.  i,  un 
article  de  M.  West  que  je  ne  connaissais  point  et  que  j'aurais  pu 
utilement  consulter;  j'ai  trouvé,  dans  cet  article,  une  formule  qui 
est,  à  très  peu  près,  la  même  que  la  formule  (6)  et  qui  est  attribuée 
à  M.  HanegraefT.  Je  tiens  à  mentionner  ce  fait,  qui  n'est  venu  à  ma 
connaissance  que  longtemps  après  la  rédaction  de  mon  travail. 

Jnn.  de  m  a  théma  t.,  Z' série,  t.  II.  (  Mai  1 883.)  l5 
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eiifiu,  d'une  manière  générale,  que 

flp-l-¥-m 


formule  remarquable,  puisqu'elle  permet  très  aisément 
d'obtenir  la  valeur  de  [ai^a-  •  •^p]^'"^  quand  on  a  formé 
le  polynômey*( z )  qui,  égalé  à  zéro,  admet  pour  racines 
les  nombres  â|,  ^2, .  • .,  Hp* 

Cette  formule  peut  aussi  s'écrire 


2 


n  étant  supposé  r^;?. 


a" 


DE  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  D'UNE  FAMILLE  DE  POLYGONES 
QUE  L'ON  PEUT  FORMER  AYBG  UN  POLYGONE  DONNÉ  ; 

Par  m.  L.-F.  IBACH, 
Etudiant  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 


I.  Considérons  un  polygone  dont  les  n  sommets  sont 
désignés  par  les  n  premiers  nombres  :i,2,3,  ...,/i,  et 
imaginons  que  ses  côtés  12,  si3,  ...  soient  divisés  dans 
des  rapports  a,2)  ^az:  •  • .  '^  la  figure  obtenue  en  joignant 
successivement  les  points  de  division  sera  un  nouveau 
polygone,   que   nous  désignerons,    pour   abréger,   par 
polygone  {ol^2^  ^23^  •  •  •)  du  premier  et  dont  nous  allons 
étudier  quelques  propriétés.  Nous  nous  bornerons  d'ail- 
leurs à  donner  l'expression  de  la  surface  du  polygone 
résultant,  pour  passer  de  suite   à  l'examen  d'un  cas 
particulier,  celui  du  triangle,  où  nous  rencontrerons 
quelques  propriétés  qui  pourraient  être  dignes  d'atten- 
tion. 


(  ''''''1  ) 

II.  Expression  de  la  surface  du  polygone  rtisuliant, 
—  Appelons  a^^f  ^•>3  l^s  sommets  de  ce  dernier.  Il  est 
clair  que  la  surface  S  esl  égale  à  la  surface  .v  du  poly- 
gone donné  moins  la  somme  des  triangles  analogues  à 
(«12,  2,  ^23)-  D'ailleurs,  si  X|,  )  j,  .r^,  ro^  •  •  •  sont  les 
coordonnées  des  sommets  i,a,3,  .  .  .,  .^i2ij)  12^  •  •  •  celles 
de  ai  29  ^2S)  •  •  •  ?  nous  aurons 


«15  ^'1-^  y* 

^!S  —  — — -, y 


«18^1  -r-  ^i 


les  autres  s'obtenant  par  une  permutation  circulaire. 
D'après  cela^  la  surface  du  triangle  {a^^y  2,  a^^)  sera 
donnée  par  le  déterminant 


cCiiXi-hXi     ais.Vi-f-Vs 


*Î3 


I 


aj2(i9-S  ) 


»  ou 


fi  (ia3) 


re- 


Or,  ce  dernier  se  réduit  à  — 

présente  la  surface  du  triangle  formé  par  ces  trois  som- 
mets. Il  en  résulte  que  nous  avons 

S  =  5   -     > ^- » 

le  signe  \]    indiquant  qu'il  faut  permuter  les  indices 
n  fois,  afin  de  faire  le  tour  du  polygone. 

m.  Expression  de  la  surface  du  triangle  résultant, 
—  Dans  le  cas  particulier  du  triangle,  la  formule  précé- 
dente devient 


S-^jf  — 


aiî(î3i3) 


aosfa^i) 


a!ji(3!9j 


^t,  en  remarquant  que  (laS),  (aSi),  (3ia)  ne  sont  autre 


(  aa8  ) 
chose  que  s, 
(,)  S  =  i.  «.,a„a„  +  i 


(ai3-M)(aî3-i-i)(a3i4-g 

Lorsque  les  côtés  sonl  divisés  dans  le  même  rapport  a, 


S=5 


(a-hl)* 


La  formule  (  i  )  montre  que  la  surface  du  résultant  est 
proportionnelle  à  celle  du  triangle  donné.  De  plus, 
comme  elle  est  symétrique  en  a, 29  OC23,  oL^t^  elle  indique 
que  tous  les  triangles  résultants  que  Ton  pourra  former 
avec  cette  série  de  rapports ,  en  changeant  Tordre  de  di- 
vision, sont  équivalents;  par  suite  : 

Théorème  1.  —  Les  résultants  obtenus  en  permutant 
sur  les  côtés  la  même  série  de  rapports  sont  équiva- 
lents, 

IV.  La  formule  (i)  montre  aussi  que,  pour  que  le 

S      . 
rapport  -  soit  un  nombre  donné  A,  on  doit  avoir 

(aii-i-ï)(a,3-+-i)(aji-Hi)  =  A(ai,aj3  «31-4-1), 

et  cela  indique  que,  deux  des  rapports  étant  fixés,  il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  le  troisième,  pour  que  la 
condition  ci-dessus  soit  remplie.  En  particulier,  la  con- 
dition, pour  que  le  résultant  (ai2a23a3i  )  soit  équivalent 
au  triangle  fondamental,  sera 

c'est-à-dire  qu'il  faut  que  la  somme  des  rapports  soit 
égale  et  de  signe  contraire  à  la  somme  de  leurs  produits 
deux  à  deux.  En  d'autres  termes,  tout  faisceau  de  racines 
de  Téquatiou 


(    «29    ) 

dans  laquelle  a  et  b  sont  couipl élément  arbitraires, 
pourra  former  une  série  de  rapports,  tels  que  le  triangle 
résultant  correspondant  soit  équivalent  au  triangle  fon- 
damental . 

V.  Considérons  deux  triangles  T  et  T'  de  surfaces  s 
et  y,  et  imaginons   que   Ton   en    forme  les  résultants 

(*i2a23a3i)  et  (a«2°^23'^3«)-  ^^  S  ^^^'  *^*^^  '®*  surfaces  de 
ces  derniers,  nous  aurons 

0  =  5 


(au-+-i)(aM-t')(a3i-Hi) 
Par  suite 


<*«!  «13*31"^' 


(a',j-f-i)(a',3-Hi)(a'3,-M) 


«12  «13*31  -+-  ' 


^  _  £  (an-n)(g»-n).. . 


(«il-»-!)... 

Supposons  maintenant  que  a',^=  a,o,  a!2  3  =  a^s,  . . ., 
c'est-à-dire  que  Ton  prenne  pour  les  deux  triangles  la 
même  séiîe  de  rapports  ^  nous  voyons  facilement  que  : 

Théorème  II.  —  Les  surfaces  des  résultants  corres- 
pondant à  une  même  série  de  rapports  de  deux]triangles 
sont  entre  elles  comme  ceua:  de  ces  derniers,  et,  en  par- 
ticulier : 

Les  résultants  correspondant  à  la  même  série  de 
rapports  de  deux  triangles  équis^alents  sont  équivalents 
aussi, 

VI.  Si  Ton  a  en  même  temps  S  =  5,  S'=5',  c'est- 
à-dire  si  les  résultants  sont  équivalents  au  triangle  corres- 
pondant, l'équation  (3)  devient 

^IS^M^-TI-^  («ia-+-  «23    ■'-  «31  -+    «12  «23-+-  «23  «31  -^-  «31  «12  ) 

'''i/'i'  '  '  '  \ 

—    «  1  «  î  «  3  "■     V  «  1  2  "~^   «  2  3  -+~  «  3  I  "+-  «l'»«23*  ■  *  ^  * 
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Or,  d'après  (IV),  le  second  terme  du  premier  membre, 
ainsi  que  celui  du  second  membre,  sont  identiquement 
nuls  :  il  reste  donc 

«11  «23  3^31  =  *'l  î  «î  3  «i  1  > 

qui  s'énonce  ainsi  : 


Théorème.  —  Lorsque  le  résultant  est  équivalent  au 
triangle  de  base,  le  produit  des  rapports  est  un  nombre 
constant  quel  que  soit  le  triangle  de  base  que  Von  con- 
sidère, 

m 

Vil.  Considérons  maintenant  n  triangles  T|,  Ta,  . . . 
dont  les  surfaces  sont  Si,S2;  --mS/i,  et  imaginons  que  Ton 
prenne  les  résultants  de  ces  triangles  en  conservant  pour 
tous  la  même  série  de  rapports^  si  a-f,  0-2?  <3'3)  -  *  ">^n  sont 
alors  les  surfaces  de  ces  résultants,  nous  aurons 

5i----  Y  S,, 
^2—  Y  ^2? 


ajoutant. 


îî/i—  yS„; 


Si  donc  on  considère  un  triangle  équivalent  à  la  somme 
des  triangles  donnés  et  que  Ton  forme  le  résultant  de 
ce  triangle,  en  prenant  les  mêmes  rapports,  celui-ci  sera 
équivalent  à  la  somme  des  résultants  formés  avec  chaque 
triangle. 

VIII.  Des  triangles  résultants  de  divers  ordres.  — 
De  même  que  nous  avons  considéré  le  triangle  (a*  2,  a2t).  •  -) 
résultant  d'un  triangle  donné,  nous  pouvons  former  le 
résultant  de  ce  nouveau  triangle  avec  une  série  de  rapports 
{ a,  ^ ,  a.,3,  «3 ,  )  :  ce  sera  alors  un  résultant  du  second  ordre 


(a3.  ) 
du  triangle  donné.  En  continuant  de  la  même  manière, 
on  obtiendra,  après  n  opérations,  un  triangle  qui  sera 
un  résultant  du  premier  ordre  par  rapport  au  {n  — 1)»««« 
et  du  rt**™'  ordre  par  rapport  au  triangle  donné.  La  série 
de  rapports  changeant  toutes  les  fois,  nous  nous  propo- 
sons de  résoudre  le  problème  suivant  : 

IX.  Trouver  l'expression  générale  de  la  surface  d'un 
résultant  du  n^^"^^  ordre. 

Soient  s  la  surface  du  triangle  donné,  et  S|,S3, . .  .^Sn 
les  surfaces  des  résultants  successifs'.  Nous  avons,  en  ap- 
pliquant la  formule  (i), 

0|  =  5 


(aii-Hi)(aM-+-in«8i-rU 
82=  Si 


./ 


«U*tS*31-^' 


(a;j-+-iMaj3-^0(a'3i-^»> 


//    1     n-  \     n    i 

Multipliant  ces  égalités  membre   à  membre,  pour  éli- 
miner Si, . .  .,Sn-i«  nous  avons 


.'    — '    „' 


"""     (aij-l-i.)(a23-t-in3t3i-t-i)    (a'jj-Hi)... 

/»"  «"  «"  •        I  «'*-!    «"-1    «'*"*    _L- 

.^    ^H°'î3''31-^'  «lî      <*tH      «SI      -^- 

--< •  •  • 


Lorsque,  dans  la  formation  des  résultants  successifs,  on 
a  la  même  série  de  rapports,  la  formule  devient 

S   =s\  gn«»«3iH-i  "1" 

et  enfin,  lorsque  les  côtés  sont  tous  divisés  dans  le  même 
rapport  a,, 


(  ^3a  ) 

X .  Ces  expressions  montrent  que  les  résul  tan  ts  d'ordre 
quelconque  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  ceux  du 
second  ordre  et  leur  sont  absolument  analogues.  Ainsi, 
on  a,  comme  précédemment  : 

Les  résultants  d'ordre  quelconque  de  deux  triangles 
correspondant  à  la  même  série  de  rapports  sont  entre 
eux  comme  les  surfaces  de  ces  triangles. 

En  particulier,  ils  sont  équivalents  si  les  deux  pre- 
miers le  sont. 

XI.  Les  résultats  précédents  montrent  de  plus  que 
les  résultants  successifs  vont,  en  général,  en  diminuant; 
nous  pouvons  donc  chercher  : 

La  limite  vers  laquelle  tend  la  somme  des  n  premiers 
résultants  d'un  triangle  donné,  lorsque  n  tend  vers 
V  infini. 

Pour  simpJiGer,  nous  supposerons  que  Ton  conserve 
la  même  série  de  rapports  \  nous  aurons  alors 

Si  =  Y*, 
S3  =  Y'*, 


En  ajoutant  membre  à  membre, 

c'est-à-dire 

Si  nous  faisons  tendre  n  vers  Tinfini,  la  somme  tend  vers  la 
limite  cherchée  t,  et  nous  avons 


,=  '* 


«-Y 
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XI.  On  peut  appliquer  à  Tétude  précédente  la  méthode 
des  polaires  réciproques.  Considérons,  à  cet  effet,  un 
triangle  (laS),  son  résultant  (a,2,a23,a3i)  et  une  conique 
auxiliaire.  Au  triangle  (iâ3)  en  correspondra  un  autre, 
et  aux  sommets  du  résultant,  divisant  les  côtés  12,  23, 
3i  dans  des  rapports  a, 2,  a23,  as^,  correspondront  trois 
droites  passant  par  les  sommets  du  triangle  polaire  et 
partageant  les  angles  correspondants  en  des  parties  dont 
le  rapport  des  sinus  sera  ai  2,  a23,  asi .  Au  triangle  résul-» 
tant  correspondra  donc  le  triangle  formé  par  ces  droites, 
et  comme  la  surface  de  ce  résultant  est  donnée  par  une 
expression  5  =  ^^,  s  désignant  la  surface  du  triangle 
donné,  la  surface  de  celui  qui  est  formé  par  les  trois 
droites  ci-dessus  sera  donnée  aussi  par  une  expression  de 
la  forme  S  =  Y^j  ^  étant  la  surface  du  triangle  polaire  de 
(i23).  Toutes  les  propriétés  des  résultants  s'appliquent 
donc  à  ces  derniers.  De  l'étude  précédente,  il  résulte,  par 
suite,  les  deux  faits  assez  singuliers  que  voici  : 

Si  Von  prend,  sur  les  côtés  d' un  triangle,  trois  points 
(juelconques,  ou  si  l'on  mène  par  les  sommets  trois 
droites  aussi  quelconques,  les  surfaces  de  ces  triangles 
sont  proportionnelles  à  celle  du  premier  et,  par  suite, 
proportionnelles  entre  elles. 


HOTE  SUR  UN  FAISCEAU  DE  SURFACES  D'ORDRE  QUELCONQUE-, 

Par  m.  a.  LEGOUX. 


Soit 

(  l  )  U  =  xy^  Z"  N^  -4-  X-H'-  =  O 

Téquation  d'un  système  de  surfaces  d'ordre  quelconque. 
On  suppose  que  x,  j  ,  ^,  u  sont  les  coordonnées  homo- 


(  V.34  ) 

gènes  d'un  point  de  l'espace,  que  w  =  a.r  -^bj  -f-c  z  -hduj 

que  €  =  a-4-^-f-Y'+~5ï  ^^  ^^^  ^  ^^^  ^^^  paramètre  va- 
riable. 

Recherche  de  la  hessienne,  —  On  trouve  sans  diffi- 
culté 

dx  \  X  I       dy  \  y  I 


dx 
dz 


dy 


L      IV*  5"*     J  ' 


a  = 


6  = 


c  = 


<f  = 


/•== 


^-- 


h  = 


l  ^ 


m  = 


n  = 


^* 

dy^ 

d^V 
dz*- 

drv 

du^ 

d^V 
dydz 

dm 

dzdx 

dm 
dxdy 

dm 

dx  du 

dm 

dv  du 

dm 

dzdu 


=  kw 

-  kw 
=  kw 
=  kw 
=  kw 
=  kw 
=  A'w 
=  kw 

-  kw 

-  kw 


6«£(£  — I)  ?(? 


[  (V« 


f/*Ê(E--|)  0(0 


[ 

r6c£(£  — r)  _  Pjl 

1              "'2  V^  J 

[caE{  £  —  I)  Y*  1 

CV*  5J7  J 

[           (V«  ar>'J 

[adz{t  — i)  aS  1 

tcdz(t  —  i)  Y^  1 


On  sait  que  l'équation  de  la  surface  hessienne  est 

a'h'c'd-r-  la'fmn  4-  nb' gnl  -h  olc  hhn  -4-  o.dfgh 

_  6'  r'  /«  —  c'  a'  m«  —  d  h'  ti^  —  a  dp  -  6'  é^'  g^  —  c'  rf'  //« 

-h/* l^-^g-m^  \~h'^ ti-  —  7.ghmn^^. hfn l  —  'xfghn 


—  o. 


(  y-35  ) 

Lerésultatclela  substitution  des  valeurs  de  al ^  h\  c/, .  .*. 
dans  cette  équation  parait  au  premier  abord  extrême- 
ment compliqué.  Mais  si  Ton  ordonne  relativement  aux 

puissances   de  — — p- ^'    <>n    constate  à  l'inspection  de 

Téquation  que  les  coefficients  de     — — ^-^     >     -^^ — j— ^     > 

— — 2 — '      sont  nuls  identiquement,  et  le  résultat  final 
peut  s'écrire  sous  la  forme 

X  (nbcyz  -!-  2cazx-h  nabxy 
-h  ^adxu  -^  ibdyu  -H  'icdzu) 

-t-  aY8Ê(  a  -4-  Y  -H  3  —  ')^'^* 
H-a38e(a-i-?4-o--i)c»-»» 

-h  a3Ys(a-f-  p-f- Y~0^*"* 
Cette  équation  se  décompose  dans  les  suivantes 

(3)  j:*-«j^-«^t-«w*-«  =  o, 

«Py^w* —  (i^''(^z{']Lbcyz  ■+■  ica zx  -\-  lab xy 

-i-  a  adxii  -+-  2  bdyu  -+-  2  c<izM  ) 
H-  Py^^(P  -*-  y  "•"  ^  —  i)a'a:*-h  aY8e(a-f-  y  -^-  û  —  \)b^y^ 
-T-apS6(a  -H  p  -4-  8  —  i)c*z'-H  aPYE(a-4-  ?  -+- Y  —  i)^m*=  o. 

Cette  dernière  équation  prend  la  forme  plus  simple 


o  _:  H;i«-«ar»-«;'?-*^'  *^^*-^ 


P  +  Y 


6                a 
-a*  a:* 


ôï^i  _ 


P 


c»-s« 


?  -  Y 

(4)  (       a-+-p-i-Y  j,    .        I.  , 

^ a'  a*  H-  2  bcyz  -{-  icazx  -\-  labopy 

H-  2  adx  M  -+-  2  6£/>'  M  H-  2  Crf-«f/  =r  Oj 

il  suffit  pour  cela  de  remplacer  w  par  sa  valeur  el  s  par 

L'équation  (4)  représente  une  surface  conique  imagi- 
naire du  second  ordre. 


(  236  ) 

•  Coiniue  les  équations  (2),  (3)  et  (4)  ne  contiennent 
pas  le  paramètre  A%  elles  représentent  le  lieu  géométrique 
des  courbes  paraboliques  (*)  tracées  sur  les  surfaces  du 
faisceau.  On  sait  que  la  surface  hessienne  passe  aussi 
par  les  points  singuliers  et  par  les  lignes  multiples  des 
surfaces.  Or  il  n'y  a  pas  d'autres  lignes  multiples  que 
les  intersections  des  quatre  plans  x,  y^  z,  u  avec  le  pian 
(V,  et  il  n'y  a  pas  de  points  singuliers,  comme  on  peut  s'en 

assurer  en  égalant   à  zéro  les   dérivées  partielles  j— > 

^>  -^>  -!-•  Donc  l'équation  (4)  est  bien  le  lieu  des 

courbes  paraboliques  tracées  sur  les  surfaces.  Les  équa- 
tions (2)  et  (3)  représentent  les  plans  x,  y^  ^1  w>  w; 
résultat  évident,  car  ces  cinq  plans  forment  des  surfaces 
singulières  du  système  que  l'on  obtient  en  faisant  soit 
/:  =  o,  soit  /r  =  oo.  Comme  l'équation  (4)  représente 
une  surface  conique,  on  voit  que  les  courbes  paraboli- 
ques sont  distribuées  sur  un  cône  imaginaire  du  second 
degré.  Si  le  degré  e  est  impair i»  les  surfaces  ont  des  in- 
flexions suivant  les  quatre  droites  xw,  j«%  zw,  mv^ 
c'est-à-dire  que  le  plan  tangent  suivant  ces  droites  coupe 
la  surface 5  si  e  est  pair,  la  surface  est  tout  entière  du 
même  côté  du  plan  tangent  dans  le  voisinage  de  chacune 
de  ces  droites.  [A  suivre,) 


(')  On  sait  que,  de  même  que  la  courbe  hessienne  dans  le  plan 
rencontre  une  courbe  aux  points  d'inflexion,  la  surface  hessienne 
rencontre  une  surface  suivant  une  courbe  dont  tous  les  points  ont 
une  indicatrice  parabolique,  et  qu'on  appelle  courbe  parabolique. 
Dans  le  plan,  la  hessienne  passe  aussi  aux  points  singuliers;  dans 
l'espace,  la  surface  hessienne  contient  les  courbes  multiples  et  passe 
par  les  points  singuliers. 


(  ^-^T  ) 


KOTE  DE  GÉOMÉTRIE  IKFINITÉSMALE  ; 

Par  m.  GENTY. 


Soient  deux  courbes  (A)  et  (B)  situées  dans  un 
même  plan  5  a,  a',  d\  A,  A',  h"  les  points  de  ces  cour- 
bes situés  deux  par  deux  sur  trois  lignes  parallèles  in- 


finiment voisines  5  5  et  ^  les  points  d'intersection  des 

droites  ad  et  hh\  a! a"  et  Vb"\  a  et  ^  les  angles  as?  et 

bssi  respectivement;  6«,  e^  les  angles  de  contingence,  et 
^ay  p*  les  rayons  de  courbure  des  courbes  (A)  et(B)  aux 
points  ael  b  respectivement. 

Le  triangle  a' s  s!  donne,  aux  infiniment  petits  près, 


Or 


Donc 


s'a! 


sina 


ss 

Sa 


z„  — 


s'a' 


sina 


aa 


9a 


X. 


sa 


=  Pa 


Pa 


SS 

A.  sa 


(     A'iS    ) 


d'où  l*on  lire 


et,  à  la  limite, 


On  aura  de  même 


X     sa .  s'a' 


Donc 


'Il  ■ —         I  : 

ss       SI  II  a 


sa 

Pa  —  [f-  — 


sb' 
'  '    sin  i 


Pa  __  s<^  sin  p 
f^''        .v6-sina 


Soientypar  exemple,  une  ellipse  et  le  cercle  décrit  sur 
le  grand  axe  comme  diamètre,  et  considérons  les  points 


Lil_^_ 


/i  et  6  de  ces  deux  courbes,  situés   sur  une  même  or- 
donnée. 

Les  tangentes  en  a  et  i  se  rencontrent  en  un  point  s 

du  grand  axe,  et  Ton  a 


aso  ^  a,     b$o  =  p. 


Soit  n  le  pied  de  la  normale  au  point  a\  on  aura 


Pa       5asin3  _  5/1  sin  ^ 
•  °       sb  sin« 


(  --^9  ) 
el,  par  suite, 

oh .  xn .  si  n  3  sn .  on  sn .  oct 

Pa : "  r^ —  = =  mn . 

*  su.  sina  so.  sina  so 

On  déduit  de]h  une  construction  très  simple  du  centre 
de  courbure  au  point  a  d'une  ellipse. 


zja 


QUESTIONS. 


1438.  La  différence  entre  le  nombre  des  diviseurs 
impairs  et  le  nombre  des  diviseurs  pairs  d^un  nombre 
entier  est  égale,  en  moyenne,  k  li.  (E.  Cesaho.) 

1439.  Le  nombre  des  diviseurs  de  n  est  égal,  en 
moyenne,  kln.  (E.  Cesaro.) 

1440.  La  somme  des  inverses  des  ^**""  puissances  des 
diviseurs  de  n  est  égale,  en  moyenne,  à 

I  I 

I  -i -h »-....  • 


(E.  Cksaho.) 
1441.   Soient  ^,   i,    r,  ...    les    diviseurs   de   n.    La 


somme 

abc 


p*^       p^    '   p" 


est  égale,  en  moyenne,  à 


I 


(E.  Cesaro.) 


1442.  f{n)  étant  la  somme  des  restes  du  nombre  en- 
tier /i,  divisé  par  tous  les  nombres  entiers  qui  le  pré- 
cèdent, on  a 


hm  î  -\.     ~  I 


Al*  19. 


(E.  Cesaro.) 


(    -^io  ) 
1  i43.  La  somme  des  ^'*'"«'  puissances  des  diviseurs 
(le  n  est  égale,  en  moyenne,  à  OLnP.  La  constante  a  est 

comprise  entre  -  et  — H  ï  •  Déterminer  sa  valeur. 
^  P      P 

(E.  Cesaro.) 

1  Hi.  On  a 

/(i)-/(3)4-/(5)-...it:/(:>./i~  I) 

=:  zh  J-/(£  -\-  2n)  -h  const., 

/f2)-/(4)-i-/(6)-...±/('î,i) 

=r.  ±1  |/(ê  -f-  !î/^  -h  i)  H- const., 

pourvu  que  l'on  remplace  les  puissances  de  £  par  les 
nombres  d'Euler  correspondants,  définis  par  la  relation 
symbolique 

(E.  Cesaho.) 

1  i45.  1°  La  somme  des  produits  mkm  des  n  premiers 
nombres  naturels  est  divisible  par  tous  les  nombres  pre- 
miers Compris  entre  m  -f- 1  et  /i  -h  2,  et  supérieurs 
h  n  —  m. 

2°  La  même  somme,  diminuée  de  i  .2.3.  •  .m,  est  di- 
sible  par  n  —  m,  si  ce  nombre  est  premier. 

(E.  CESAno.) 

1446.  Les  nombres  de  BernouUi  et  d*Euler,  définis 
symboliquement  par  les  relations 

(B-{-i)P'-'BP=o, 
(z-{-i)p-h{z  —  i)P=o, 

satisfont  aux  relations  symboliques 

(2B-hl)P=(2-^2P)Bp, 

{fiB  -h  ^)P—  (/>.  —  '.>.p)B^-}  ptp_^. 

(E.  Cesaro.) 


(  ^4i  ) 


DÉMONSTItATION  DU  TIIÊORËME  DE  DALEMBERT; 

Par  m.  WALEGKI, 
Professeur  de'  Mathémaliqués  spéciales  au  lycée  Condôrcét. 


La  démonstration  qui  suit  reproduit^  avec  quelques 
développements,  une  Aote  insérée  aux  Comptes  rendus 
(19  mars  1882)  :  qu'il  me  soit  permis  de  remercier  ici 
M.  Laguerre  qui  m'a  indiqué  une  simplification  notable 
dans  le  mode  d'exposition. 

1.  A  l'égard  de  l'élimination  d'une  variable,  je  rap- 
pelle sommairement  comment  on  l'établit  sans  employer 
le  théorème  de  d'Alembert. 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  des  degrés  m  et  /z,  si  l'on 
cherche  deux  polynômes  P^  et  Q'  des  degrés  m  —  i  et 
n  —  I,  tels  que  l'on  ait  identiquement 

il)  PQ'-QP'  =  o, 

on  a,  pour  déterminer  les  m-\-  n  coefficients  de  P'  et  de 
Q',  m-h  n  équations  linéaires  et  homogènes,  dont  le  dé- 
terminant A  est  appelé  le  résultant  des  deux  polynômes 
PetQ. 

La  condition  A  =  o  est  donc  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  les  polynômes  P'  et  Q'  existent,  sans  être  à  la 
fois  tous  deux  identiquement  nuls. 

Il  est  clair  dès  lors  que  A  est  nul  dans  chacun  des  ttois 
cas  suivants  : 

I®  Quand  l'un  des  polynômes  P  et  Q  s'évanouit^ 

a"  Quand  le  terme  de  plus  haut  degré  s'évanouit  à  la 
fois  dans  P  et  dans  Q^ 

jén/r.  de  Mathèmat.^^^^ev'ie  y  t.  H.  (Juin  1 883.)  lu 


(  24a  ) 

3"  Quand  P  et  Q  admettent  un  diviseur  commun,  de 
degré  au  moins  égal  à  Tunité. 

Réciproquement,  si  A  est  nul,  les  polynômes  P  et  Q 
présentent  Tune  des  particularités  énoncées.  En  effet, 
si  Tun  seul  des  polynômes  P'  et  Q'  s'évanouît,  soit  Q' 
par  exemple,  l'identité  exige  que  Q  s'évanouisse  aussi, 
et  Ton  est  dans  le  premier  cas. 

Si  aucun  des  polynômes  P'  et  Q'  ne  s'évanouît,  ou 
bien  les  termes  de  plus  haut  degré  disparaissent  dans  P 
et  dans  Q,  et  l'on  est  dans  le  second  cas:  ou  bien  le  terme 
de  plus  haut  degré  ne  disparaît  pas  dans  l'un,  P  par 
exemple  ^  je  démontre  qu'alors  on  est  dans  le  troisième 
cas. 

Je  divise  Q'  et  P  par  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur, s'il  existe-,  l'identité  (i)  devient 

(2)  ï*Qi-QPi=o, 

et  P|  et  Qi  sont  premiers  entre  eux.  P|  divise  PQ<,  il  est 
premier  avecQi  :  donc  il  divise  P.  Soit  3  le  quotient  qui 
est  de  degré  au  moins  égal  à  i ,  eu  égard  aux  degrés  de  P 
(»t  P<  ;  je  supprime  dans  (  a  )  le  facteur  P| ,  il  reste 

donc  P  et  Q  admettent  le  diviseur  commun  5. 

c.    <^.    F.    D. 

2.  Pour  évalutîr  le  degré  d'un  déterminant  D,  je  con- 
sidère le  cas  où,  dans  chaque  ligne,  les  degrés  des  élé- 
ments décroissent  en  progression  arithmétique  de  rai- 
son /•  (  *  ). 

Je  réduis  chaque  élément  à  son  terme  de  plus  haut 


C)  Cette  (léinonstration  rsl  tirée  du  cours  de  M.  Crétin,  professeur 
do  Mathématiques  spérijilcs  au  lyeée  Saint-Louis. 


(  ^fj  ) 

Jt'gré,  tit  je  dis  que  le  nouveau  délermiiianl  D|  esL  homo- 
gène. En  eiîel,  si  je  multiplie  dans  la  deuxième  ligne 
parj'*,  dans  la  troisième  parj*'*,  et  ainsi  de  suite,  le 
polynôme  Di  est  multiplié  par  une  puissance  de  y  \  d'ail- 
leurs il  est  homogène,  puisque  chaque  ligne  Test-,  donc 
il  Tétait  avant  la  multiplication. 

Le  polynôme  D| .  s'il  n'est  pas  nul,  est  le  ternie  de  plus 
haut  degré  de  D. 

Le  même  énoncé  subsiste  si  les  degrés  dans  chaque  ligne 
croissent  en  progression  arithmétique. 

Toute  équation  algébrique  a  une  racine, 

3.  Je  traite  d'abord  le  cas  où  le  degré  m  est  impair*, 
le  théorème  est  déjà  démontré  si  Téquation  est  réelle  :  je 
la  suppose  donc  imaginaire.  Soit  P-+-£Q  son  premier 
membre,  soit  f[x)  =  V^-\-Q^.  Si  f[x)  admet  une  ra- 
cine, cette  racine  ou  sa  conjuguée  appartient  à  P  -h  /Q  : 
il  sufiit  donc  de  démontrer  que  Téquation  réelle/"(.r)  de 
degré  m  =  2/7,  où  p  est  impair,  admet  une  racine. 

A  cet  effet,  je  pose  x=j-\-z^  et  je  développe 
/{j -h  z)  en  séparant  les  termes  de  degré  pair,  et  les 
termes  de  degré  impair  en  rr, 

//«  ///ï-2 


■^ ^  m\  (m  —  2) î  *    ^ 


^(^2)  est  en  z^  de  degré  —  >  son  premier  coefficient  est 

une  constante  non  nulle,  que  je  suppose  égale  à  i  ;  'K^^  ) 

est  de  degré i  en  z^. 

Je  cherche  à  déterminer  j  de  façon  que  cp  et  A  aient 
un  diviseur  commun  en  z^.  Soit  A(7  )   le  résultant.  A 


(  -^u  ) 

j      1        ,  mim  —  1  )     ^  .  f  r»   •      a 

est  en  j  de  degré ; et  a  son  premier  coethcienl 


'1 


non  nul-,  en  eflel,  on  a 


I     fJl      J. 


m-i 


A(7)  = 


m! 

(m  — 2)! 

o 

• 

ml 

•  •  • 

o 

•  •  • 

/m-1 

(m  — i)î 


/      o      . 


m 


I       •        • 
m: 

•      /'     o 


/ 


o 


/' 


Les  degrés  des  éléments  dans  chaque  ligne  sont,  par 
rapport  àj^,  en  progression  arithmétique  de  raison  égale 
à  2  ;  tous  les  termes  du  déterminant  sont  donc  de  même 
degré  5  je  cherche  le  degré  du  terme  principal  ou  de 


m 
-7-  1 


m 


ce  degré  est  égal  a ; 

Je  forme  le  coefficient  du  terme  de  plus  haut  degré 
dans  A;  pour  cela,  je  réduis  chaque  élément  à  son  pre- 
mier coefficient,  ce  qui  donne  le  déterminant 


I 
o 

o 


G* 


m 


m 


•m 


'm 


O 


C 


tm    1 
m 


O 


•    •     ■ 


O 
O 


C 


m 
/n 

O 


Ce  coefficient  n'est  pas  nul,  car  c'est  l'éliminant  de  x- 


(  -^45  ) 

entre  deux  polynômes  U   et  V  des  degrés  •—}' i 


en  X-, 


et 


U  =  _[(a7-hi)'"-i-(ar  — i)'"] 


^^  £^[(^+0'"-(^-0'«], 


dont  les  degrés  sont  e/lcctîvement  —  et  —  — i,  et  qui 

n'admettent  pas  de  diviseur  commun,  car  un  tel  dî vi- 
seur serait  commun  à  U-f- V  j:  et  à  U  —  Va?,  c'est-à-dire 
à  (a:  -f- 1)'"  et  A  (x  —  i)"*,  qui  sont  premiers  entre  eux. 
Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  A(j),  polynôme  réeîl 

dont  le  degré  est  le  nombre  impair — -9  admet  une 

racine  réelle.  Pour  celte  valeur  de  j\  ou  bien-  ^  s'éva- 
nouit, ou  bien  y  et  ^  ont  un  diviseur  commun. 

Dans  le  premier  cas,  /"(x)  se  réduit  à  f  (2^),  qui  est  à 
coefBcients  réels  et  de  degré  impair  en  z^\  ?(^^)  aduiet 
donc  un  diviseur  réel  du  premier  degré  en  z^,  et  un  di- 
viseur du  second  degré  en  j:,  et,  par  suite,  une  racine. 

Dans  le  second  cas,  où  cp  et  ^  admettent  un  diviseur 
commun  S  (z^  )  dont  le  degré  en  z^  est  au  moins  i ,  au  plus 

1^  f[x)  est  décomposé  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs de  degrés  moindres  que  m, 

SiTunde  ces  facteurs  est  de  degré  impair,  il  admet  un 
diviseur  réel  du  premier  degré  qui  divise  y^(j?),  sinon 
l'un  des  facteurs  /i  [x)  est  de  degré  ip\  p  étant  un 
nombre  impair,  inférieur  à  p.  Opérant  sur^i  [x)  comme 
sur  J{oc)^  on  forme  une  suite  limitée  de  diviseurs  de 
j\x)  dont  le  dernier  est  ou  de  degré  impair,  ou  de 
degré  2.  U  admet  une  racine  qui  appartient  à/*,  ce  qui 
démontre  le  théorème. 

Je  considère  maintenant  une  équation  à  coefficients 


(  M<i  ) 
réels  ou  imaginaires  de  degré  m  égal  à  2'jp,  p  étant  im- 
pair. Pour  abréger,  je  dirai  que  le  nombre  m  est  de  pa- 
rité i,  et  je  vais  démontrer  que,  si  le  théorème  est  établi 
pour  les  équations  de  parité  inférieure  à  i,  il  est  encore 
vrai  pour  une  équation  de  parité  i;  il  sera,  dès  lors, 
établi  dans  toute  sa  généralité,  puisqu'il  est  vrai  pour  la 
parité  o. 

Soit  f[x)  le  premier  membre  de  l'équation;  je  pose, 
comme  ci-dessus, 

x=zy-^z     et    /(a?)  =  tp(5*)-|-^4/(-5*). 

L'éliminant  de   2^   entre  ^   et   if    est   en  j   de  degré 

; et  de  parité  (i  —  1)5  il  s'annule  donc  pour  une 

valeur  réelle  ou  imaginaire  de  y. 

En  remarquant  que  ^{z^)  est  en  z^  de  parité  [i  —  i), 
on  prouvera,  comme  plus  haut,  qucy(a:)  admet  un  di- 
viseur du  second  degré  en  x,  ou  un  diviseur  de  parité 
moindre  que  i,  et  par  suite  une  racine,  ou  enfin  un  di- 
viseur de  degré  moindre  que  m  et  de  parité  i.  Opérant 
sur  ce  diviseur  comme  sur  f{oc)^  on  forme  une  suite  de 
diviseurs  de  /{x),  qui  sont  en  nombre  fini,  puisque 
leurs  degrés  décroissent,  et  le  dernier  est  de  parité 
moindre  que  i.  ou  admet  une  racine,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

4.  La  résolvante  employée  est  l'équation  aux  demi- 
sommes  des  racines  deux  à  deux. 

A  ce  point  de  vue,  la  démonstration  qui  précède  est 
très  voisine  de  celle  que  Lagrange,  sous  le  nom  de  Fon- 
cenex,  a  donnée  en  lySg  {*  ). 

Lagrange  classe,  comme  l'avait  fait  Euler,  les  équa- 


(')  ^V)ir  Laorance.  Equations  numériques,  Noies  I\  cl  \. 


(  M:  ) 

lions  d'après  la  parité  de  leur  degré,  puis  il  ramène  la 
recherche  d'un  diviseur  du  second  degré  à  la  résolution 
de  l'équation  aux  sommes  des  racines  deux  à  deux. 

La  démonstration  de  Lagrarige  est  insuflQsante.  De  son 
temps,  la  question  était  mal  posée,  et  la  théorie  des  ima- 
ginaires n'était  pas  arrêtée  comme  elle  Test  aujourd'hui. 
On  savait  qu'une  équation  de  degré  m  peut  être  choisie 
de  façon  à  avoir  m  racines  réelles  et  à  les  conserver  réelles 
pour  une  variation  convenablement  limitée  des  coeffi- 
cients. On  regardait  ces  racines  comme  pouvant  être 
exprimées  par  des  fonctions  analytiques  des  coefficients, 
et  ces  fonctions  étaient  supposées  vérifier  encore  l'équa- 
tion, quand  cette  dernière  cessait  d'avoir  toutes  ses  ra- 
cines réelles.  On  appelait  impossibles  les  racines  ainsi 
dénaturées,  et  Ton  se  proposait  de  montrer  qu'elles 
étaient  de  la  forme  p  -+-  qi.  C'est  ainsi  que  d'AIembert 
prend  une  racine  réelle  développée  en  série  et  cherche 
ce  que  devient  ce  développement  quand  la  racine  cesse 
d'être  réelle.  De  même,  Euler,  Lagrange  et  Laplace  ad- 
mettent que  les  racines  existent  sous  une  forme  qui  les 
soumet  au  calcul  algébrique,  ce  qui  rend  leurs  démon- 
strations illusoires. 

Gauss  (*  )  (1799)  condamne  la  conception  des  racines 
impossibles  et  propose  quatre  démonstrations.  La  pre- 
mière (1799),  qu'il  reproduira  sous  une  forme  peu  dillé- 
rente  (  1 849),  est  fondée  sur  des  considérations  de  Géomé- 
trie de  situation.  La  quatrième  (1816)  appartient  au 
Calcul  intégral.  La  deuxième  (i8i5)  seule  est  purement 
algébrique,  mais  elle  est  très  compliquée  par  la  nature 
et  le  procédé  de  formation  de  la  résolvante. 

Je  passe  sous  silence  d'autres  démonstrations  qui  em- 
ploient la  notion  de  continuité  ailleurs  que  pour  l'équa- 


(•)  Gauss,  Werke,  l.  HI. 


{  a48) 
tion  réelle  de  degré  impair,  et  je  mentionne  enfin  la  dé* 
monstration  de  M,  Gordan  [Mathematische  Annalen, 
1876).  M.  Gordan  rattache  sa  démonstration  à  celle  de 
Gauss,  La  résolvante  quHl  emploie  est  l'équation  aux 
carrés  des  demi-différences.  Cette  résolvante  se  présente 
moins  simplement  que  Téquation  aux  demi^sommes,  et 
le  degré  n'y  est  pas  aussi  facile  à  reconnaître. 

^"  ■  UÛim  m  11  .  I        i  ■■  I  I  ■■   I        ■  ■      III         -I       r        1p 

PROBLÈME  IIE   GÉOMBTRIK; 

Par  m,  colin, 

Élève  du  lycée  Condorcet. 


Dans  sa  théorie  des  cycles,  M.  Laguerre  démontre  (*) 
le  théorème  suivant  : 

Étant  donnés  le  cercle  O  et  deux  droites  parallèles 


T^ 


^i-/ 


rM 


-//    / 
/    \ 


-••V 


,L 


n, 


\ 


\i 


\ 


r' 


D  e^  D| ,  d'un  point  M  de  D  on  mène  les  tangentes  MT, 


(')  NouveHex  Annales,  décembre  18S2. 
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MT'  au  cercle;  par  le  point  A  ou  l'une  rencontre  D<, 
on  mène  la  parallèle  à  Vautre.  La  droite  ainsi  obtenue 
enveloppe  un  cercle. 

Voici  une  autre  démonstration  du  même  théorème. 

Soient  Nie  point  de  rencontre  des  parallèles  aux  deux 
tangentes,  P  le  pôle  de  D;  je  dis  que  M,  N,  P  sont  en 
ligne  droite.  D'abord,  MN  passe  par  le  milieu  I  de  A  A'. 
dans  le  parallélogramme  MAA'N.  De  plus,  si  Ton  pro- 
longe TT'  jusqu'à  sa  rencontre  en  P  avec  la  droite  D, 
le  faisceau  (M,  TT'PP)  est  harmonique,  et  MP  partage 
en  parties  égales  la  parallèle  D^  à  sa  conjuguée^  MP 
passe  donc  en  I  comme  MN. 

D'ailleurs,  le  rapport  ^^  est  constant  et  égal  à  — ^ —  ^ 

d  et  d^  étant  les  abscisses  OD  et  0D|  ;  donc  AN  et  A'N 
enveloppent  un  cercle  homothétique  du  cercle  O.  P  est 
le  centre  d'homothétie. 


NOTE  SUR  LA  TRANSFORMATION  PAR  SEHI-DROITES 

RÉCIPROQUES, 

Par   m.    Maurice   D'OGAGNE, 
Elève-Ingéoieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Considérons  un  couple  de  semi-droites  réciproques  A 
et  A'  se  coupant  en  un  point  oj  de  Taxe  de  transforma- 
tion Û.  Soit  C  une  conique  de  centre  o),  ayant  son  grand 

axe  dirigé  suivant  Q,'  et  telle  que  le  rapport  —  des  carrés 
de  ses  demi-axes  soit  égal  au  rapport  ^  des  distances  du 


(    200    ) 

pôle  P  aux  cxtrémilés  du  diamètre  AB  du  cycle  K,  qui 
passe  par  ce  point;  si  Pp  est  perpendiculaire  à  AB, 


-  =  ^  •  La  conique  C  sera  une  ellipse  ou  une  hyperbole, 

selon  que  le  pôle  P  sera  intérieur  ou  extérieur  au  cycle  K. 

Prenons  la  bissectrice  A^  des  semi-droites  A  et  û,  et  la 
bissectrice  A'^  des  semi-droites  A'  et  Û. 

Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Les  semi-droites  A|  et  A',  forment  un 
couple  de  diamètres  conjugués  de  la  conique  C. 

Menons,  en  effet,  au  cycle  K  les  tangentes  parallèles 
aux  semi-droites  réciproques  A  et  A'  ^  tirons  la  corde  des 
contacts  mm'  et  les  rayons  Om  et  Om'.  Nous  avons 


et,  par  suite. 


Donc 


ou 


rsina       „     ,       rsinS 
P  m  =      .    ^  y     P  m  =     .    ,>  • 
sinP  sinl* 

v m,r  ni  =  .   -  TV —  > 

sin^P 

sinasinp        Pm.Pm' 


sîrU' 


r^ 


(  î»5i  ) 
Or,  d'après  une  propriété  bien  connue  du  cercle, 

Pm.Pm'=PA  X  PB; 


d  ailleurs 

P  = 


^__  ff-,0--g) 


9 


L'égalité  précédente  pourra  donc  s'écrire 

sin g sin p   _  PA.PB 

cos'^- 

OU 

cos»  Jl_  -  cos>  li—        p^  P3 

cos*^- 

OU  encore 

3-f-a 
"^^'--7-"^  PA.PB 

cos'-^ 

2 

Nous  tirons  de  là 

^^ 2_  _    _  PA.PB  _  /'«  —  PA.PB  _  OP 

3  —  a  ^  '  r«       ~  r«  ""    r«   ' 

cos* 

2 

ou 


cos 


cos 
Par  suite. 


2      ^  OP 


3  — a  Q-i-a 

2  2  r  —  OP  _  PA 

flT^             prp^  "^  rn-OP  ~  PB  ' 
cos h  cos 


ou  y  après  une  transformation  bien  simple, 


a  8       PA       6« 

tang  -  tang  ^  =-—  =  --. 
2  2        PB        /t* 


(  aSu  ) 
On  aura  donc  aussi 


tang-tang(^^-^j=-- 


ce  qui  démontre  le  tliéorème. 

Les  asymptotes  de  la  conique  C  seront,  d'après  ce  qui 
précède,  Jes  bissectrices  des  semi-droites  qui  se  transfor- 
ment en  elles-mêmes  et  de  l*axe  Q. 

La  conique  C  est  caractéristique  àc  la  transformation. 
Elle  peut,  à  elle  seule,  la  définir. 

Nous  pourrons  dès  lors  énoncer  le  théorème  précédent 
de  la  manière  suivante  : 

Deux  semi-droites  réciproques  quelconques  sont  anti- 
symétriques  de  l'axe  de  transformation  par  rapport 
à  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique  caractéris- 
tique. 


SUR  L  ENVELOPPE  DE  GËRTAIKES  DROITES  VARIABLES-, 

Par  m.  Maurice  D'OCAGNE. 


1.  Soicfnt,  dans  un  plan,  C  une  courbe  fixe   quel- 
conque, ab  une  droite  mobile  coupant  cette  courbe  aux 


N" 


\ 


^ 


points  fl  et  i;  les  tangentes  à  la  courbe  C  aux  points  a 


(    2:):^)   ) 

C!t  b  se  coupent  au  point  t'^  la  droite  ab  touche  son  en^ 
veloppe  au  point  e;  la  droite  ea^  normale  à  cette  enve- 
loppe coupe  en  a  et  ^  les  normales  ^la  et  b^  à  la 
courbe  G. 

L'objet  de  la  présente  Note  est  la  détermination  du 
point  e,  lorsque  la  droite  mobile  est  assujettie  à  certaines 
conditions  remarquables. 

Le  seghekt  de  droite  ab  psx  de  longueur  constante. 

2.  On  sait  que,  dans  ce  cas,  rappelé  ici  à  simple  titre 
de  mémoire,  le  point  e  s'obtient  en  abaissant  du  point 
de  rencontre  de  ace  et  b^  une  perpendiculaire  sur  ab. 
C'est  une  des  propriétés  fondamentales  du  centre  instan- 
tané de  rotation. 

3.  Si  la  courbe  C  se  compose  de  deux  droites  concou- 
rantes, Tenveloppe  de  ab  est  une  épicjcloïde  à  quatre 
points  de  rebroussement  (  *  ) . 

L'arc  ab  est  de  longueur  constante. 

A,  Représentant  par  d[a)  et  d{b)  les  arcs  infiniment 
petits  correspondants  décrits  par  les  points  a  et  b  sur 
la  courbe  C,  nous  avons,  en  vertu  d'un  théorème  connu, 

dia)  _  at,ae 
dib)  ^  ~bt,be' 

et  comme,  dans  ce  cas,  d[a)  =2  d[b), 

ae        bi 
be        at 

d'où  Ton  conclut,  pour  la  détermination  du  point  e  : 


(•)  M.  Mannhcim  a  publié,  dans  les  Nouvelles  Annales,  une  élude 
îîéomél pique  de  reltc  courbe  (2*  série,  l.  WII,  p.  3-2 1). 


(  "4  ) 

Théorème.  —  Si  t!  est  le  symétrique  du  point  t  par 
rapport  au  milieu  du  segment  ab^  le  point  e  se  trouve 
sur  la  bissectrice  de  l^ angle  a^ b.  • 

5.  J'ai  démontré  ailleurs  (  *  ),  par  la  simple  Géométrie, 
que  si,  dans  ce  cas,  la  courbe  C  se  compose  de  deux 
droites  concourantes,  l'enveloppe  de  la  droite  ab  est  une 
parabole  tangente  à  ces  deux  droites  et  ayant  pour  axe 
leur  bissectrice. 

Là  somme  db  l'aag  ab  et  du  segment  ab  est  constante. 

6.  On  a,  dans  ce  cas, 

rf(aô)-h  rf(arca^)  =  o, 

ou 

d(ab)-hd{b)  —  d(a)  =  o. 

Or 

d(a)  =  d(b)^^^, 

et,  en  appelant  dio  Tangle  de  deux  positions  in6niinent 
voisines  de  ab^ 

ou,  puisque,  d'après  un  théorème  connu,  rfco  =  -^ —  > 

d(ab)=a^' =  aa.d(b)-i — r- 


ne 


=  d(b)  ,    ' ,    sin  tab. 
^    ^be.bt 

L'équation  diflérentielle  écrite  plus  haut  devient  donc 

OU 

a^ .  a<  sin  tab  -\-  be  ,bt  —  ae  ,at  =  o. 


(')  Journ.  de  Math,  élém.,  t.  IV,  p.  i6o. 


r 
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ou  encore 

%^,th  -+■  be,bt  —  ae.at^=  o. 

Si  Pou  remarque  que 

ap  =  be, col  iba  —  ae. coi  tabj 

l'équation,  précédente  devient 

be  (th.  coi  tba-^  bt)  —  ae{thco\,tab  -H  at)  =  o, 
ou 

be       ah  -h  at 

a«       bh  -H  bt 

Cette  expression  permettrait  de  construire  le  point  e^ 

mais  nous  allons  la   transformer.  En  effet,   elle   peut 

s'écrire 

^tab 

be  _  at{i-^costab)  _  a 

ae  ^  bt{i-\- costba)        ,  tba' 

tba        tba 

,  sin ces 

at       %\ntba  i  i 

^^^    ^^^    • 

bt  ~  sin  fab  ~    .    tab         tab^ 

sin  —  CCS 

2  2 

.    tba        tba       .  /a6  tba 

.  sin ces —  CCS* tang 

be  ^  a  2  ^_^ 

a<»  ~    .    tab         tab        .  tba  ~  /rt6 

sm  —  cos  —  ces* tanjî 

2  2  2  "a 

expression  qui  se  traduit  immédiatement  par  Ténoncé 
suivant  : 

Théorèmb.  —  Le  point  e  est  le  point  de  contact  sur 
ab  du  cercle  exinscrit  au  triangle  atb^  situé  dans 
l'angle  atb. 

7.  11  résulte  de  là  que,  si  la  courbe  C  se  compose  de 
deux  droites  concourantes,  l'enveloppe  de  ab  est  un 
cercle  tangent  à  ces  deux  droites. 


d'aill 


eurs 


donc 


(  a^)*)  ) 
Le  segment  ab  kst  vu  d'un  point  fixe 

sous  UN    AN<;LE  CONSTANT. 

8.  Soit  o  le  point  iixc.  Nous  avons 

d{a)  _  ae.at 
d{b)  "■  'be,bt * 

La  normale  a  a  coupe  en  ût  la  perpendiculaire  oa  à  oa, 
c'est-à-dire  la  normale  à  Tenveloppe  de  oa^  puisque  cette 


droite  tourne  autour  du  point  o.  De  même,  la  normale 
Ap  coupe  en  jâ  la  perpendiculaire  o(i  à  oi^  et  Ton  a 


Par  suite 


et 


dia^       aa 
d(b)  ^  6p 


at  .ae       a  a 


bt.be       b^ 


ae 
be 


ai  bt 
~âii  b^ 


(  '^^1  ) 

Abaissons  du  point  de  rencontre  t  des  tangentes  les  per- 
pendiculaires th  et  ti  sur  ao  et  Jo*,  les  triangles  aooL  et 
tha  sont  semblables,  ainsi  que  bo^  et  tih-^  donc 


ai 

ao       ht         il 
~  th'     b^'  ho' 

et,  par  suite. 

ae        ao .  ti 

he        th .  ho 

Tirons  hm  parallèle  à  oe\  nous  avons 

ae        ao 

^^^—      —     ^^_^^_  • 

he        mo  * 
donc 

ao         ao.ti 
mo    ~  th.ho 

ou 

ho         ti 

mo  ~  th 

égalité  qui  fait  voir,  en  remarquant  que  les  angles  hti 

et  bojn  sont  égaux  comme  avant  leurs  côtés  perpendicu- 
laires, que  les  triangles  thi  et  omb  sont  semblables^  et 
comme  les  côtés  homologues  th  et  moy  d'une  part,  ti  et 
Jo,  de  Tautre,  sont  perpendiculaires,  il  en  résulte  que 
hi  est  perpendiculaire  à  mb  et,  par  suite,  à  oe. 

On  aura  donc  le  point  e  cherché,  en  projetant  le  point 
de  rencontre  t  des  tangentes  en  h  et  en  i  sur  les  côtés 
oa  et  ob  de  V angle  constant  et  en  abaissant  du  point  o 
une  perpendiculaire  sur  la  droite  hi. 

Mais  cette  construction  peut  être  simplifiée.  En  elFet, 
tirons  la  droite  ot\  le  quadrilatère  ohti  est  inscriptible, 
puisque  ses  angles  en  h  et  en  i  sont  droits^  par  suite, 

hot  =  hit  ;  mais  hit  =  ioc^  comme  ayant  leurs  côtés  per- 
pendiculaires-, donc  /tôt  =  hit. 

Ann .de  Mathèmat.^  3*  série,  t.  II.  (Juin  i883.}  l 'J 


(  1^58  ) 
On  aura  donc  encore  le  point  e,  en  faisant  r angle 

boe  égal  a  V angle  toa. 

9.  AppLicATiow.  —  Dans  une  ellipse,  une  corde  ab 
est  constamment  "vue  du  centre  o  sous  un  angle  droit; 
quelle  est  l'enveloppe  de  cette  corde  ? 

La  droite  ot  coupe  ab  en  son  milieu^  elle  est  donc 
médiane  du  triangle  aob^  et,  comme  ce  triangle  est  rec- 

tangle  en  o,  toa  =  bao\  si  e  est  le  point  où  ab  touche 

son  enveloppe,  on  a,  d'après  ce  qui  précède,  aoe  =  toa\ 

donc  aoe  =  bao  \  et,  comme  ob  est  perpendiculaire  à  oa, 
oe  sera  perpendiculaire  à  ab\  la  normale  oe  à  l'enve- 
loppe de  ab  passant  par  le  point  fixe  o,  cette  enveloppe 
est  un  cercle  ayant  ce  point  pour  centre. 

Les  TAMGBI«TBS   A   l'extrémité  de   l'arc  ab   FOHT 
ENTKE  ELLES  UN   ANGLE  CONSTANT. 

10.  On  a  toujours 

d{a)  __  ae.at 
d(b)  ""  bc.bt  ' 

D'ailleurs,  si  R  et  R'  sont  les  rayons  de  courbure  en  a 
et  i,  rfO  et  r/6'  les  angles  de  contingence  en  ces  points, 

on  a 

rf(a)  =  Rfl?0,     d(b)=  R'rfO'. 

Mais,  puisque  atb  est  constant,  d9  =  d^'  :  donc 

d(a)  _  R  . 

d{b)  "  R' 

par  suite, 

ae.at  _  R 

JFTt  ~  ÏV* 
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Appelons  ai  et  fi  les  centres  de  eoUrbiire  en  a  et  i,  o 
an  point  tel  que  les  rayons  a  a  et  b^  soient  vus  de  ce 
point  sous  des  angles  droits;  nous  retomberons  alors  sur 
la  uièiue  figure  que  pour  la  question  précédente,  avec  les 
mûmes  relations,  et  nous  arriverons,  par  conséquent,  au 
même  résultat. 

Donc,  le  point  o  étant  défini  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit, 
on  aura  le  point  e  où  ab  touclie  soa  enveloppe  en  fai- 

sant  aoc  =  tob, 

Dans  le  cas  particulier  des  coniques,  ce  problème 
donne  lieu  à  un  théorème  plus  intéressant,  qui  rentre 
dans  le  cadre  d'un  travail  plus  étendu  que  nous  publie- 
rons prochainement  dans  les  Nouv^elles  uinnales. 


KECIiERGHE  D'UNE  COURBE  PLANE  POSSÉDANT  UN  LIEU 
GÉOMÉTUIOUE  DE  POLES  PRINCIPAUX  D'INVERSION; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Bépétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


Ou  sait  qu'il  est  possible,  d'une  infinité  de  manières, 
de  transformer  en  elle-même  par  inversion  une  circon- 
férence de  cercle,  en  prenant  comme  pôles  de  transfor- 
mation les  divers  points  du  plan  de  cette  circonférence. 
On  peut  énoncer  cette  propriété  en  disant  que  la  circon- 
férence de  cercle  a  pour  pôles  principaux  d'ins^ersion 
tous  les  points  de  son  plan. 

H  existe,  d'autre  part,  des  courbes  planes  appelées 
anallag  ma  tiques,  qui  ont  la  propriété  de  se  transformer 
en  elles-mêmes  par  inversion,  à  l'aide  d'un  ou  de  plu- 
sieurs points  de  leur  plan  pris  pour  pôles  de  transfor- 
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mation.  Les  plus  remarquables  dans  ce  genre  sont  les 
anallagniatiqucs  des  troisième  et  quatrième  ordres,  qui 
possèdent,  en  général,  quatre  pôles  principaux  d'inver- 
sion. Il  existe  même  des  anallagmatiques  planes  qui  ont 
une  infinité  de  pôles  principaux  d'inversion  distribués 
le  long  d'une  certaine  ligne  :  on  obtient  une  pareille 
courbe  en  ti'ansformant  par  rayons  vecteurs  réciproques 
une  courbe  douée  d'une  infinité  d'axes  de  symétrie. 

N'y  aurait-il  pas,  tenant  le  milieu  entre  le  cercle  et 
les  courbes  que  nous  venons  de  rappeler,  une  catégorie 
d'anallagmatiques  planes  possédant  une  infinité  de  pôles 
principaux  d'inversion  qui  se  succéderaient  d'une  ma- 
nière continue,  de  manière  à  avoir  pour  lieu  géométrique 
une  ligne  droite  ou  courbe.  Telle  est  la  question  que 
nous  allons  résoudre.  Nous  nous  appuierons,  pour  cela, 
sur  une  propriété  bien  connue  de  l'inversion,  qui  peut 
s'énoncer  de  la  manière  suivante  : 

En  deux  points  correspondants  de  deux  branches 
de  courbes  inverses,  les  tangentes  à  ces  branches  de 
courbes  font  av^ec  le  rayon  vecteur  commun  qui  aboutit 
au  pôle  d 'immersion  des  angles  correspondants  (  *  )  sup- 
plémentaires. 

Supposons  qu'il  existe  une  courbe  plane  anallagma- 
tique  (G)  douée  d'une  infinité  de  pôles  principaux  d'in- 
version formant  un  lieu  géométrique  (L)  (2).  Soit  O  un 
point  pris  arbitrairement  sur  (C).  Par  O  faisons  passer 
une  droite  quelconque  rencontrant  (L)  en  P.  Ce  point  P 
étant,  par  bypothèse,  un  pôle  principal  d'inversion  de 
(C),  il  existe,  à  l'intersection  de  PO  et  de  (C),  un  se- 


(')  L'expression  d  angle  correspondant  a  ici  In  nidmc  sens  qu'en 
Géométrie  élémentaire. 
(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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cond  point  M  inverse  de  O  par  rapport  i\  P,  et  tel,  par 
suite  de  la  propriété  rappelée  plus  haut,  que  les  angles 
correspondants  formés  par  le  rayon  vecteur  PO  avec  les 
tangentes  à  (C)  en  O  et  en  M  soient  supplémentaires. 

Cela  posé,  rapportons  la  courbe  (C)  a  un  système  de 
coordonnées  polaires  ayant  pom*  pôle  le  point  O,  et  pour 
axe  polaire  la  tangente  OX  en  ce  point  à  la  courbe  (C). 

Posons    . 

OM  =  p    et    MOX  =  (u. 

En  vertu  de  la  remarque  précédente,  il  y  a  égalité  entre 
Tangle  <o  et  Tangle  V  formé  par  le  prolongement  du 
rayon  vecteur  OM  avec  la  tangente  MT  a  (C),  dirigée 
dans  le  sens  où  w  croit.  Or,  d'après  une  formule  bien 
connue,  on  a 


tangV=  -£■ 


Par  suite 

p; 


p        tangh) 
d'où  Ton  conclut,  en  intégrant, 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

L'équation  ainsi  trouvée  est  celle  d'une  circonférence 
tangente  en  O  à  l'axe  polaire  OX.  Quant  au  lieu  (L),  il 
reste  indéterminé,  ou,  autrement  dit,  il  comprend  tous 
les  points  du  plan.  Nous  arrivons  ainsi  aux  conclusions 
suivantes  ;  * 

i^  Il  n  existe  pas  de  courbe  anallagmatique  plane 
qui  possède  une  infinité  de  pôles  principaux  d'inv^er^ 
sion  ayant  pour  lieu  géométrique  une  ligne  droite  ou 
courbe, 

2"  La  circonférence  de  cercle  est  la  seule  courbe 


(  262) 

plane  qui  se  transforme  en  elle-même  par  inversion,  à 
l'aide  d'un  point  quelconque  de  son  plan  pris  pour  pôle 
de  transformation. 

En  remarquant  que  la  sphère  est  la  seule  surface  dont 
toutes  les  sections  planes  soient  des  circonférences,  on 
déduit  de  ce  qui  précède  les  résultats  suivants  : 

3°  //  n'existe  pas  de  surface  anallagmatique  qui  pos- 
sède une  injinité  de  pôles  principaux  d'inversion  ayant 
pour  lieu  géométrique  une  surface. 

4®  L(i  sphère  est  la  seule  surface  qui  se  transforme 
en  elle-même  par  inversion,  quel  que  soit  le  point  que 
Von  prenne  pour  pôle  de  transformation. 

Il  est  bon  de  remarquer  qu'il  existe  des  surfaces  anal- 
lagmatiques  dont  les  pôles  principaux  en  nombre  infini 
ont  pour  b'eu  géométrique  une  ligne  droite  ou  courbe. 
Deux  surfaces  bien  connues  sont  dans  ce  cas  :  le  tore  a 
pour  pôles  principaux  d'inversion  tous  les  points  de  son 
axe;  la  cyclide  de  Dupin  a  pour  pôles  principaux  d'in- 
version tous  les  points  d'une  certaine  circonférence. 


SUR  QHBLtDBS  IDENTITÉS  TRIGONOMÉTRIOUES  ; 

Par  m.  g.  FOURET, 

Répétiteur  à  l'École  Polytechnique. 


En  désignant  par  a,  b^  c  trois  angles  quelconques,  on 
a  identiquement 

|sin(6 — c)        sin(c  —  a)       sinfa  —  b) 
i_ i  _|_ i_ '  -i i_ '. 
sina                   sin6                   sine 
sin(^  —  r)sin(r  —  «)sin(^  —  b^ 
-h  ^. ; — 7 — : '-  —  o. 

sinrt  5in6  sine 
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Cette  relation  est  déjà  connue  :  elle  est  comprise  dans 
renoncé  de  la  question  681  (2®  série,  t.  II,  p.  523), 
comme  s'appliquant  aux  trois  angles  d'un  triangle  rect)- 
ligne.  La  démonstration  qui  en  a  été  donnée  (  1^  série, 
t.  ni,  p.  72)  Ta  étendue  à  trois  angles  quelconques.  De 
cette  identité  nous  allons  déduire,  par  quelques  trans- 
formations fort  simples,  d'autres  identités  qui  nous  ont 
paru,  pour  la  plupart,  nouvelles  et  dignes  d'être  notées. 

Nous  commencerons  par  donner  de  la  relation'(i)  une 
démonstration  plus  élémentaire  et  plus  simple  que  celle 
qui  a  été  publiée  dans  ce  Recueil,  en  nous  servant  uni- 
quement de  la  formule  qui  sert  à  transformer  une  diffé- 
rence de  cosinus  en  un  produit  de  sinus,  et  réciproque- 
ment. 

On  a  d'abord   . 

8in(^  —  c)        sîn(c  — a) 
sina  sin^ 

sin6  sin(6  —  c)  -h  sina  sin(c  —  a) 
sinasin^ 
_  cosc  —  cos(26  —  c)-hcos(2a  —  c)  —  cosc 
~'  2sinasin6 

__  sin(a-i-6  —  c)sin(6  —  a) ^ 
~~  !!inasin6  ' 

par  suite 

sin(6  —  c)        sin(c  —  d)       sin(a  —  6) 


sina  sin6  sine 

sin(a  —  h)        .         .  ,  v    •      1 

=  -: '—. — ; — r^—  F  Sina  sin  ô  —  sin(aH-o  —  c)  smc  1 

sinasinosmc  ■" 

sin(a  — 6L    ^        .  ,.  .  ,. 

=  — : : — ,    .       |cos(a  —  0)  —  cos(a  -H  o) 

!ïsinasin6sinc '^       v  /  v  / 

—  cos(a  -1-6  —  2c)  -h  cos(a  -+-  b)\ 
_  sin(a  —  6)sin(a  —  c)sin(6  —  c) 
sina  sin6  sine 

D'où  Ton  conclut  la  relation  (1),  en  faisant  passer  tous 
les  termes  dans  un  même  membre. 


(  =*<i4  ) 
Pour  abréger  l'écriture,  désignons  d'une  manière  gé- 
nérale par  ^  <p(a,  i,  c)  la  somme  des  trois  valeurs  que 

prend  une  fonction  trigono métrique  y  (a,  A,  c)  des  trois 
angles  a,  b^  c,  quand  on  les  permute  circulairement. 
Moyennant  cette  convention,  la  relation  (i)  peut  s'écrire 


sin(^  —  c)       sin(6  —  c)sin(c  —  a)sin(a  —  ^)  __ 
sina  sinasin6sinc 


En  appliquant  la  même  relation  aux  trois  angles  a  +  /<, 
i  -h  A,  c  -+-  h^  h  étant  quelconque,  on  obtient 

^sin(6  —  c)       sin(^  —  c)sin(c  —  a)sin(a  —  ^)  _ 
itarfsin(a-i-A)       sin(a-+-A)sin(à-hA)sin(c-h A)  ""    ' 

d'où,  en  faisant  h=  -9 


wS 


sjn(6  —  c)       sin(fc  —  c)sin(c  —  a)sia(a  —  ^)  _ 
cosa  cosacos^cosc 


Dans  (i)  et  (3)  remplaçons  a,  i,  c  respectivement  par 
a,  p,  Y,  et  faisons  ensuite  a  =  A-4-c,  p  =  c-hfli 
Y  =  fl  -f-  A  •  il  vient 

icisinCô  —  c)       sm(b  —  c)sin(c  —  a)s\n(a  —  b) 
.iMsin(6  +  c)       sin(6-i-c)sin(c4-a)sin(a-+-6) 

icisin(6  —  c)        sin(/^  —  c)sîn(c  —  cf)pin(a  —  ^)  _ 
jLdcos{b-h  c)       cos(6-+-c)cos(cH-a)cos(a  — 6) 

En  diflerentiant  (2)  par  rapport  à  /i,  on  obtient,  toute 
réduction  faite. 


i2 


cos(a-h/t)sin*(ô-h^)sin*(cH- A) 


(6)  <   ^^  sin(a  —  ^)sin(a  —  c) 

(       =  cos(a  +  A)cos(6  H-  A)cos(c  -H  A) — ces  (a -h  04- c-t-  3A)« 

Celte  relation  a  lieu  quel  que  soit  h.  Eu  y  faisant  sur- 
ccssivenienl  //  =  o  et  A  =  -»  on  en  conclut  les  deux  sui- 


'/ 
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vantes  : 

^^1       cosasin'^  sin«c  ,  •        .        v 

(7)  >  -T-r ,  ,    .    , r  =  cosacos6cosc — cosia-hb-hc), 

\^8in(a  —  o)sm{a  —  c) 

/ûnV^       sina  cos*6  cos*c  .    »    .  •    /        ,        ^ 

(8)  >  -7— r ,  ^    .    , r  =  sinasin6sinr-Hsin(a-f-c>-f-c). 

\^d»iD(a  —  b)sin(a  —  c)  ^ 

En  dilTérentiant  par  rapport  à  A  la  relation  (6),  ou  ob- 
tiendrait une  nouvelle  identité,  que  Ton  pourrait  parti- 
culariser en  faisant  h  =  0  et  A  =  -•  Mais  les  résultats 

2 

auxquels  on  arrive  ainsi  ne  sont  pas  assez  simples  pour 
mériter  d'être  énoncés. 

Des  relations  (i)  et  (3)  nous  pouvons  encore  déduire 
une  relation  fort  simple  et  d'ailleurs  connue,  en  les  ajou- 
tant membre  à  membre,  après  avoir  chassé  les  dénomi- 
nateurs. On  obtient  ainsi 

>  sin(b  —  c)cos(b  —  c) 

-{-  isin{b  —  c)sin(c  —  a)  sin(a  —  b)  =  o, 

ce  qui  peut  s'écrire,  a,  p,  y  désignant  trois  angles  dont 
la  somme  est  nulle, 

(9)  sinaa-i-  sina^  -t-  sin2Y  -4-  4sinasinp  sinY  =  o. 

Cette  dernière  relation  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une 
autre  beaucoup  plus  générale,  dont  nous  aurons  peut- 
être  l'occasion  de  nous  occuper  dans  une  prochaine  Note. 


SUR  LE  DISCRIIHINANT  DE  L'ÉQUATION  DU  OUATRIfiME  DEGRE; 

Par  m.  WEILL. 


Etant  donnée  une  équation  complète  du  quatrième 
degré,  on  peut,  par  une  transformation  connue,  la  ra- 
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mener  à  la  forme 

ar*-f-  6ax^-^  bx  -h  c  =  o. 


Changeons  x  en  x  +  ^ —  a,  l'équation  devient 
a?* -h  4x'/— a  -H  a?  (6  H-Say/— a)  +  c  —  5a«-h  h  s/— a  =  o. 
Cela  posé,  considérons  les  deux  coniques 

7'  -H  4  a^  \/ — a  -H . . .  =  o. 
L'équalion  en  \  de  ces  deux  coniques  est 

0  =  ).»H-4X[v/— a(6-h8<T/— a)  —  (c  — 5a»-i-6/^^)] 
-h  (fc-j-Sa/^^)*  — T6a(c  — 5a«-î-fc/— a). 

En  exprimant  que  cette  équation  a  une  racine  double, 
nous  aurons  écrit  la  condition  pour  que  Téquation  du 
quatrième  degré  ait  elle-même  une  racine  double.  Cette 
condition  est  donc 

[3(3^.^0)]   -( j  =0. 

Les  deux  conditions  pour  que  l'équation  ait  une  racine 

triple  sont  alors 

3a*4-  c  =  o, 

6*-4-  i6a* —  iGflrc  =  o. 


TilÉORÈUB  DE  GÉOMÉTRIE  ('); 

Par  m.  Ernest  GESARO. 


Le  théorème  énoncé  s'applique  seulement  au  cas  de 
p  constant.  Dans  le  cas  de  p  variable,  les  conditions  (2) 


(  '  )  Voir  Afathesisy  avril  i883. 
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deviennent 

B(Ga:  — A^)=o,  AB  =  o, 

A(B^-C7)  =  o, 

\(Cx  —  Az)  -^  B(Bz  —  Gy)  =  o,     A«=i; 

c'est- à-dîre 

A  =  I,     B  =  o,     G  =  o,    z  =  o. 
Donc  : 

Théouème.  —  Parmi  toutes  les  droites,  im^ariable^ 
ment  liées  au  trièdre  formé  par  la  tangente,  la  binor- 
maie  et  la  norrnale  principale,  en  un  point  d'une  ligne 
à  courbures  ^variables,  il  n'y  a  que  la  tangente,  et  les 
parallèles  à  la  tangente  situées  dans  le  plan  rectifiant, 
qui  engendrent  des  surfaces  développables. 


SUR  LE  COMPLEXE  FORMÉ  PAR  LES  AXES  D'UNE  SURFACE 

00  SECOND  ORDRE-, 

Par   m.    g.    KOENIGS. 


I.  M.  Reye  a  appelé  axe  d'une  surface  S^  du  second 
ordre  toute  droite  normale  au  plan  polaire  d'un  de  ses 
j>oints.  Les  surfaces  homothétiques  et  concentriques  à 
S*  forment  un  faisceau  F(S2)  de  surfaces  circonscrites  à 
S^  suivant  sa  trace  c^^  sur  le  plan  de  Tinfini.  Les  axes  de 
S^  sont  communs  à  toutes  les  surfaces  du  faisceau,  et  sur 
tout  axe  il  existe  un  point  M  dont  les  plans  polaires  par 
rapport  aux  surfaces  du  faisceau  sont  normaux  à  cet 
axe*,  en  particulier,  la  surface  unique  du  système  qui 
passe  au  point  M  y  coupe  Taxe  normalement  :  donc  le 
complexe  des  axes  est  aussi  celui  des  normales  aux  sur- 
faces du  faisceau  F(S2). 
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Par  tout  point  de  l'espace  passe  une  surface  unique  du 
faisceau;  nous  dirons  que  ce  point  est  le  point  de  dé- 
part de  la  normale  à  cette  surface. 

II.  Si  nous  prenons  pour  équation  de  la  quadrique  S^ 

37*       r'       ^* 

a»        b^        c*  ' 

une  droite  quelconque  du  complexe  des  axes,  ayant 
M(j:,j-,  z)  pour  point  de  départ,  sera  représentée  par 
les  équations 

L'équation  suivante 

Aa  H-  B p  -h  G  -h  Pçf  —  Q/?  —  R(ay  —  p/?)  =  o 

exprime  que  la  droite  {x  =  olz  -hp-,  y  =  ^^  -^ç)  fait 
partie  d'un  complexe  linéaire  :  si  Ton  calcule  les  quan- 
tités a,  p,  p,  y,  aq  —  ^p  relatives  à  Taxe  considéré,  et 
qu'on  les  porte  dans  l'équation  du  complexe,  on  trouve 

cp(ar,^,  ^)  =  A-,  ^  B^ -^G^  +  P-g^^^z 

Ainsi;  pour  que  six  points  Mi,  M2,  . . .,  Mq^  de  coordou* 
nées 

soient  les  points  de  départ  de  six  axes  appartenant  à  un 
même  complexe  linéaire,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  puisse 
déterminer  les  quantités  A,  B,  C,  P,  Q,  R,  ou  plutôt 
leurs  rapports,  de  sorte  que  les  équations  suivantes  soient 
simultanément  possibles  : 


(  -^ôy  ) 
Mais  y  (x, j^,  2  )  =  o  est  l'ëquation  générale  des  quadriques 
circonscrites  au  tétraèdre  principal  commun  à  toutes  les 
quadriques  du  faisceau  V  (  S^  )  *,  nous  avons  donc  démontré 
ce  théorème  : 

Pour  que  six  axes  d'une  sur/ace  du  second  ordre 
appartiennent  à  un  même  complexe  linéaire,  il  faut  et 
il  suffit  que  leurs  six  points  de  départ  soient  sur  une 
même  surface  du  second  ordre  circonscrite  au  tétraèdre 
principal  de  la  surface. 

Pour  que  cinq  droites  appartiennent  à  une  congruence 
linéaire,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  appartieunent  à  deux 
complexes  linéaires  :  dans  le  cas  des  axes,  il  est  donc 
nécessaire  et  suffisant  que  leurs  points  de  départ  appar- 
tiennent à  deux  quadriques  circonscrites  au  tétraèdre 
principal',  donc  : 

Pour  que  cinq  axes  d'une  surface  du  second  ordre 
appartiennent  à  une  même  congruence  linéaire,  il  faut 
et  il  suffit  que  leurs  cinq  points  de  départ  et  les  som- 
mets du  tétraèdre  principal  soient  neuf  points  d'une 
même  biquadratique. 

Pour  que  quatre  droites  appartiennent  à  un  même 
liyperboloïde,  il  faut  et  il  suffit  qu'elles  appartiennent  à 
trois  complexes  linéaires^  dans  le  cas  des  axes,  il  est 
donc  nécessaire  et  suffisant  que  leurs  points  de  départ 
appartiennent  à  trois  quadriques  circonscrites  au  (é* 
traèdre  principal^  de  là  ce  théorème  : 

Pow*  que  quatre  axes  d'une  quadrique  appartien- 
nent à  un  même  hyperboloïde,  il  faut  et  il  suffît  que 
leurs  quatre  points  de  départ  et  les  sommets  du  té- 
traèdre principal  soient  huit  points  formant  la  hase 
d'un  faisceau  de  biquadrafiqnes. 
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Ou  sait  que,  si  huit  poiuts  foriueut  la  base  d'un 
faisceau  de  biquadratiques,  en  les  séparant  arbitraire* 
ment  en  deux  tétraèdres,  il  est  possible  de  trouver  une 
quadrique  conjuguée  à  ces  deux  tétraèdres,  et  récipro- 
quement, que  si  deux  tétraèdres  sont  conjugués  par 
rapport  à  une  même  quadrique,  toute  biquadratique 
passant  par  sept  de  leurs  sommets  ira  passer  par  le  hui- 
tième. On  peut  donc  donner  au  théorème  ci-dessus  la 
forme  suivante  \ 

Pour  que  quatre  axes  d'une  quadrique  appartien- 
nent à  un  mente  hyperboloïde,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
tétraèdre  formé  par  leurs  points  de  départ  soit  conjugué 
par  rapport  à  une  quadrique  ayant  les  mêmes  plans 
principaux  que  la  proposée. 

On  peut  remarquer  que,  si  Ton  prend  quatre  points 
sur  une  cubique  gauche  circonscrite  au  tétraèdre  prin- 
cipal, les  axes  dont  ils  sont  les  points  de  départ  sont 
sur  un  même  hyperboloide.  En  ellet,  huit  points  quel- 
conques d'une  cubique  gauche  peuvent  être  considérés 
comme  formant  la  base  d'un  faisceau  de  biquadratiques 
(P.  Serreï,  Géométrie  de  direction).  On  en  déduit  le 
théorème  suivant  : 

Si  un  point  décrit  une  cubique  gauche  circonscrite 
au  tétraèdre  principal,  l'axe  dont  il  est  le  point  de  dé- 
part décrit  un  hyperboloide. 

Parmi  les  cubiques  gauches  circonscrites  au  tétraèdre 
principal  et  qui  sont  en  nombre  quadruplement  inCni, 
il  en  existe  qui  forment  seulement  une  série  triplement 
infinie*,  ce  sont  celles  qui  sont  tangentes  à  un  axe  en  un 
point  différent  d'un  sommet  du  tétraèdre  principal. 

Dans  un  pareil  cas,  en  appelant  M  le  point  de  contact 
de  la  cubique  avec  l'axe  qui  la  touche,  l' hyperboloide 
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se  réduit  à  un  conc  dont  M  est  le  sommet,  et  l'on  re^ 
trouve  ainsi  le  cône  découvert  par  Terquem.  Ce  cône  est 
précisément  celui  du  complexe  qui  est  relatif  au  point  M. 
On  est  donc  ramené  à  des  propriétés  connues. 

m.  Actuellement  introduisons  dans  les  théorèmes  ci- 
dessus  Thypothèse  que  les  points  de  départ  sont  pris  sur 
une  même  surface  du  faisceau  F  (S*),  par  exemple  sur 
S^  :  nous  obtenons  des  propriétés  des  normales  à  une 
même  quadrique. 

Le  premier  théorème  montre  que  : 

«Su/'  toute  quadrique,  il  existe  un  système  quintuple-' 
ment  indéterminé  de  biquadratiques  ;  les  normales  à  la 
surface  en  tous  les  points  d'une  de  ces  biquadratiques 
font  partie  d'un  même  complexe  linéaire. 

Un  cas  particidier  a  été  étudié  par  Cliasles  :  c'est 
celui  où  le  complexe  linéaire  est  formé  de  droites  en  ren- 
contrant une  autre  fixe.  11  existe  alors  la  relation 

AP4-BQ-+-  GR  =  o 

entre  les  arbitraires  de  l'équation  (i),  qui  ne  représente 
plus  qu'une  série  quadruplement  indéterminée  de  qua- 
driques  circonscrites  au  tétraèdre  principal.  Ainsi  : 

Sur  toute  quadrique,  il  existe  un  sj  stèine  quadruple- 
ment  indéterminé  de  biquadratiques  ;  les  normales  en 
tous  les  points  d'une  de  ces  biquadratiques  rencontrent 
une  droite  fixe. 

Les  biquadratiques  que  nous  venons  de  définir  jouis- 
sent d'une  propriété  exclusive  que  voici  : 

Les  points  d' une  quelconque  de  ces  biquadratiques  se 
distribuent  en  groupes  de  six  :  les  normales  en  six  points 
d'un  nw me  groupe  concourent ,  et  le  lieu  de  ces  points 
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de  concours  est  une  droite,  (C'est  précisément  la  droite 
ci -dessus.) 

M.  Dcsboves  a  donné  un  nom  à  cette  droite,  dans  le 
cas  particulier  où  la  biquadratique  se  compose  de  deux 
coniques  :  il  l'appelle  la  sjnnormale. 

En  continuant  l'application  des  théorèmes  ci-dessus 
aux  propriétés  des  normales,  on  voit  que  : 

Les  biquadratiques  circonscrites  au  tétraèdre  prin-^ 
cipal  d'une  quadrique  la  percent  chacune  en  huit 
points  :  les  normales  en  huit  points  d'un  même  groupe 
rencontrent  deux  mêmes  droites. 

Les  cubiques  gauches  circonscrites  au  tétraèr/re 
principal  d'une  quadrique  la  percent  chacune  en  sijc 
points  :  les  normales  en  six  points  d'un  même  groupe 
appartiennent  à  un  même  hy perboloïde . 

Pour  que  les  normales  en  quatre  points  d'une  qua- 
drique appartiennent  à  un  même  hjperboloïde,  il  faut 
et  il  sujffit  que  le  tétraèdre  formé  par  ces  quatre  points 
soit  conjugué  par  rapport  à  une  quadrique  ayant  les 
mêmes  plans  principaux  que  la  proposée. 


REGHeRGHE  DES  CERCLES  COUPANT  TROIS  CERCLES  DONNÉS 

SOUS  DES  ANGLES  DÉTERMINÉS; 

Pau  m.  E.-M.  LAQUIÈRE. 


La  lecture  des  formules  fondamentales  de  Géométrie 
Iricîrculaire  et  tétrasphérique  exposées  par  M.  Lucas 
{Nouv,  Ann.,  2®  série,  t.  XV,  p.  5oi)  nous  remet  en  mé- 
moire une  formule  que  nous  possédons  depuis  une  quin- 
zaine d'années  environ,  représentant  Téquation  de  Ton- 
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semble  des  huit  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sous  des  angles  déterminés. 

La  détermination  d'un  tel  cercle  nous  avait  vivement 
préoccupé  à  cette  époque  :  nous  en  possédions  plusieurs 
solutions,  les  unes  géométriques,  d'autres  analytiques; 
enfin  notre  ami,  IVI.  Halphen,  alors  au  début  de  sa  car- 
rière scientifique,  avait  ajouté  à  ce  nombre  une  solution 
analytique  des  plus  élégantes,  dont  nous  regrettons  la 
perte  parmi  la  plupart  de  nos  notes  égarées  pendant  le 
siège  de  Strasbourg. 

Nous  ne  donnerons  ici  que  l'une  des  solutions  géomé- 
triques, absolument  élémentaire  (*),  et  nous  la  ferons 
suivre  de  la  formule  dont  nous  venons  de  parler. 

Les  théorèmes  suivants  sont  évidents  sur  simple 
énoncé  : 

I.  Les  deux  cercles  C,  ÇJ  passant  par  les  points  d'in- 
ter section  de  deux  cercles  C|,  C2  ^^  ayant  leur  centre 
en  l'un  des  centres  de  similitude  S,  S'  rfe?  ces  derniers 
sont  bissecteurs  de  leur  angle  (^réel  ou  imaginaire) 
d'intersection. 

n.  Les  deux  cercles  se  coupent  entre  eux  à  angle 
droit.  Le  rayon  de  chacun  est  la  racine  carrée  de  la 
puissance  composée  des  deux  cercles  par  rapport  au 
centre  de  similitude  qui  lui  sert  de  centre. 

IIL  Un  cercle,  dont  la  corde  d'intersections  alternée 
avec  Vun  et  l' autre  cercle  passe  au  centre  de  similitude 
des  points  d* intersections ,  est  isogonal  aux  deux 
cercles. 

IV.  Les  cercles  orthogonaux  à  Vun  des  cercles  bis- 
secteurs formant  des  séries  de  cercles  isogonaux  aux 


(')  Une  autre  donnant  les  mêmes  résultats  était  obtenue  par  la 
méthode  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Ann.  de  Mathrmat.y  3*  série,  t.  II.  (Juin  i883.)  l8 
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deux  premiers  dont  le  centre  de  similitude  est  centre 
radical  commun  à  toutes  ces  séries,  parmi  lesquelles 
comptent  les  séries  de  cercles  orthogonaux  et  de  cercles 
tangents  à  la  fois  aux  deux, 

V.  Si  l'on  considère  trois  cercles  C|,  Cj,  0$,  la  ligne 
SsSi  S2  de  leurs  centres  de  similitude  est  l'axe  radical 
commun  à  toute  la  série  de  leurs  cercles  isogonaux, 
série  dont  font  partie  le  cercle  orthogonal  et  le  cercle 
tangent  aux  trois  cercles. 

Dans  la  combinaison  des  centres  de  similitude,  il 
est  nécessaire  que  les  similitudes  inverses  entrent  en 
nombre  pair  o  ou  2.  Les  diverses  combinaisons  de  si- 
militude directe  ou  inverse  correspondent  aux  diverses 
combinaisons  de  signes  des  angles  d'intersection  comptés 
à  partir  de  la  circonférence  sécante  commune. 

Problème.  —  Construire  un  cercle  T  coupant  un 
cercle  donné  C  sous  un  angle  a  déterminé  et  passant 
par  deux  points  fixes  A  et  B,  réels  ou  imaginaires  con- 
jugués. 

Premier  cas  ;  A  et  B  réels.  —  Soient  p  le  rayon  du 
cercle  F  cberclié  et  r  celui  du  cercle  C;  le  cercle  F'  con- 
centrique à  F  et  de  rayon  p'  =  p  +  r  cosa  est  orthogonal 
au  cercle  C  concentrique  à  C  et  de  rayon  r^=  r  sina.  Il 
sera  de  plus  tangent  aux  cercles  décrits  de  A  et  B  comme 
centres  avec  rcosa  pour  rayon,  que  nous  désignerons  par 
cercles  A,  B. 

Construisons  le  cercle  auxiliaire  A'  passant  par  les 
points  d'intersection  des  cercles  A  et  C,  et  dont  le  centre 
de  similitude  avec  A  soit  le  centre  de  C  Les  cercles  A 
et  A'  ayant  C  pour  bissecteur  seront  coupés  isogonale- 
ment  par  les  cercles  orthogonaux  à  celui-ci.  Par  suite, 
le  cercle  tangent  aux  trois  cercles  A,  A',  B  ne  sera  autre 
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que  le  cercle  I^,  et  les  éléinenls  de  F  sont  ainsi  déter- 
minés. 

Second  cas  :  Les  points  A  et  B  sont  imaginaires 
conjugués,  intersections  de  la  droite  L  et  d'un  cercle  S. 

Le  cercle  F  passant  par  A  et  B  doit  alors  avoir  la 
droite  L  comme  axe  radical  avec  S.  Il  a  donc  comme  axe 
de  symétrie  le  diamètre  de  S  perpendiculaire  ii  L.  De 
plus,  tous  les  points  de  L  ont  même  puissance  par  rap- 
port aux  deux  cercles.  Le  cercle  F  est  donc  orthogonal  à 
tout  cercle  ayant  son  centre  sur  L  et  orthogonal  k  S. 

Le  problème  précédent  donne  la  solution  du  cercle 
coupant  trois  cercles  donnés  sous  un  même  angle  déter- 
miné. Il  donne  sans  plus  de  difficultés  la  solution  du 
cercle  coupant  trois  cercles  doiinés  sous  trois  angles  dé- 
terminés, solution  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Soient  Ti,  r^,  r^  les  rayons  de  trois 
cercles  C|,  C2,  Ca  de  centres  Of,  Oj,  O3  j  le  cercle  F 
qui  les  coupe  respectivement  sous  les  angles  ai ,  aj,  as  a 
pour  a^e  radical  avec  leur  cercle  orthogonal  S  une 
droite  dont  les  points  IVI3,  M 2,  Mj  d'intersection  rn^ec 
les  lignes  des  centres  O1O2,  O3O1,  O2OJ  détachent  à 
partir  des  centres  des  segments  déterminés  par  les 
rapports 


M3O,       X, 
M3O,  ~  X,' 

M,  Os        X, 
M,Oj       X,' 

M,0,       X, 
M,  Os       X,' 

où  Von  fait 

X,  =  rj  cosai, 

Xj=  rj  cosai. 

X3—  racosas, 

2)^1,  a  A2,  2^8  étant  respectivement  les  longueurs  des 
cordes  coupant  les  cercles  0|,  O2,  Os  sous  les  angles 
complémentaires  de  ai,  a2,  as. 

Démonstration.  —  Considérons  deux  cercles  C|,  C25 


U- 
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tous  les  cercles  S  orthogonaux  à  la  fois  à  ces  deux  cercles 
ont  leurs  centres  sur  Taxe  radical  L  de  C|  et  Cj  et  ont 
réciproquement  pour  axe  radical  commun  la  ligne  OfOj 
de  leurs  centres.  Le  point  M3  d'intersection  de  celle-ci 
avec  Taxe  radical  de  l'un  quelconque  des  cercles  S  avec 
le  cercle  F  de  centre  to,  coupant  C|  en  m^n^  soiis 
Vangle  ol^  et  Ca  en  ma/i^  sous  l'angle  a2,  est  donc  centre 
radical  de  F  et  de  toute  la  série  des  cercles  S  orthogo- 
naux à  C|  et  Ca. 

Soit  un  second  cercle  F'  coupant  C|  suivant  m\  n\^  et 
C2  suivant  m.^n.^  sous  des  angles  à  la  fois  égaux  ou  sup- 
plémentaires des  angles  a, ,  7.^  d'intersection  de  ces  cercles 
et  de  F.  Les  cordes  m^m\y  n^rî^^  Wam'j,  n^n^  joignant 
les  points  d'intersection  correspondants  d'un  même 
cercle  C|  ou  Ca  avec  les  deux  cercles  F,  F'  également 
inclinés  sur  lui  sont  les  unes  et  les  autres  isogonales  aux 
deux  cercles  F,  F'  comme  cordes  sous-tendant  dans  le 
cercle  C|  ou  le  cercle  Cj  un  arc  dont  les  extrémités  cou- 
pent F  et  F'  sous  le  même  angle.  Elles  concourent  donc 
en  un  centre  S  de  similitude  direct  ou  inverse  des  cercles 
F,  F',  suivant  que  les  angles  d'intersection  seront  égaux 
ou  supplémentaires.  Le  cercle  S  décrit  de  leur  point  de 
concours  avec  un  rayon  dont  le  carré  s^  égale  la  puis- 
sance composée  de  F  et  F'  par  rapport  au  point  S  (cercle 
bissecteur  de  F  et  F')  sera  orthogonal  à  la  fois  aux 
cercles  C|  et  Cj  dont  la  puissance  par  rapport  à  S  est 
précisément  la  puissance  composée  de  ce  point  par  rap- 
port aux  cercles  F  et  F'.  Il  appartiendra  donc  à  la  série  S 

5*  =  S  w  1 .  S  m.\  —  S  /î-i .  S  n',  =  S  /wj .  S  m  j  =  S  nj .  S  /ï  , . 

L'axe  radical  des  cercles  F  et  F',  commun  avec  S,  est 
donc  axe  radical  de  F  et  d'un  cercle  de  la  série  S  i^^ 
orthogonaux   communs   k  C|   et  Ca.  Il  passe  donc  au 
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centre  radical  M 3  commun  au  cercle  F  et  à  toute  la  sé- 
rie S. 

Le  centre  radical  M3,  commun  à  la  série  Dde  tous  les 
cercles  orthogonaux  à  la  fois  aux  deux  cercles  C|  et  C2 
et  k  un  cercle  F  les  coupant  sous  des  angles  ai  et  ol^,  est 
donc  également  commun  à  la  série  des  cercles  S  et  à  tous 
les  cercles  F'  formant  deux  séries  dont  Tune  coupe  C|  et 
C2  sous  les  angles  ai  et  0.2^  et  l'autre  sous  les  angles 
supplémentaires  ir  —  ai  et  ic  —  0.2. 

Cette  observation  suffit  à  déterminer  le  point  Ma  sur 
la  ligne  des  centres  0|,  O2.  C'est,  en  effet,  le  point  de 
concours  sur  cette  droite  des  deux  transversales  symé- 
triques coupant  les  deux  cercles  C|  et  C2,  Fune  sous  les 
angles  donnés  ai,  a2,  l'autre  sous  les  angles  supplémen- 
taires —  ai,  —  a2.  Ces  transversales  ne  sont  autres  que 
les  cercles  à  courbure  nulle  de  Tune  et  l'autre  série  F. 
Les  cordes  interceptées  par  la  transversale  sont  tangentes 
aux  cercles  de  centres  Oi  et  O2  ayant  X|  et  Â2  respective- 
ment pour  rayons,  et,  par  suite, 

M3O1  _  Xi 
M3O5  ~  X,' 

Soient  maintenant  les  trois  cercles  Ci,  C2,  C3  que  le 
cercle  F  doit  couper  sous  les  angles  ai,  ao,  as.  L'axe  ra- 
dical A  de  celui-ci  avec  le  cercle  orthogonal  à  la  fois  aux 
trois  coupera  les  lignes  des  centres  en  trois  points  M3, 
Ml,  M2  déterminés  par  les  relations  énoncées  ci-dessus. 
Il  pourra  donc  être  construit  comme  coupant  Fun  d'entre 
les  cercles  C|,  C2,  C3  sous  Fangle  voulu  et  ayant  avec 
leur  cercle  orthogonal  un  axe  radical  connu. 

Les  diverses  combinaisons  de  signe  des  valeurs  Xm?  ^29 
Xs,  dont  la  grandeur  absolue  représente  la  longueur  des 
cordes  interceptées  dans  chaque  cercle  par  le  rayon  du 
point  d'intersection  dans  le  cercle  F,  déterminent  quatre 
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droites  Aq,  A,,  A2,  A3,  à  chacune  desquelles  correspon- 
dent deux  solutions  à  angles  d'intersections  supplémen- 
taires pour  lesquelles,  dans  Tune  et  dans  l'autre,  les  trois 
\  sont  à  la  fois  changés  de  signe.  Ces  deux  cercles  sont 
également  inclinés  sur  le  cercle  orthogonal,  leur  bissec- 
teur. On  trouve  ainsi  les  huit  solutions  obtenues  par 
toutes  les  combinaisons  de  trois  angles  et  de  leurs  trois 
supplémentaires. 

Observation  importante.  —  Si  l'on  fait  varier  X^,  A2, 
)w8  proportionnellement,  les  points  M3,  Mo,  Mj  restent 
invariables;  d'où  la  remarque  fort  intéressante  que  Taxe 
radical  d'un  cercle  quelconque  avec  le  cercle  orthogonal 
à  trois  cercles  donnés  lui  est  commun  avec  toute  la  série 
des  cercles  pour  lesquels  les  cordes  )^i,  ).2i  ^z  o^  les  co- 
sinus des  angles  a^,  aj,  ol^  d'intersection  varient  propor-* 
tionnellement.  Le  cercle  orthogonal  pour  lequel  ces  va- 
leurs sont  nulles  appartient  à  toutes  les  séries. 

Remarque,  —  Dans  la  figure  que  l'on  construira  pour 


^/^ 
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\ 


m 


M, 


suivre  la  démonstration  précédente,  les  droites //Zims, 
m^m',^  d'une  part,  n^n^^  '^k^i  d'autre  part,  concourent 
en  un  point  R  sur  Taxe  radical  uv  de  Y  et  F',  puisque  le 


(  '^79  ) 
(juadrilalère  rn^m^m^m2  est  iuscrlptible,  el,  par  suite, 
R/Wj  .R/riQ  =  R/W|  R/W2. 

Recherchons  maintenant  Téquation  de  Tensemble  des 
huit  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés  sous  trois 
angles  déterminés. 

Désignons  par 

I,  2,  3  les  trois  cercles  donnés  ; 

a,  p,  r,  C,  avec  les  indices  correspondants,  les  coordon- 
nées cartésiennes  du  centre,  le  rayon  et  la  puissance 
du  point  quelconque  [x^j]  par  rapport  à  l'un  des 
cercles  ; 

A,  B,  R,  r,  mêmes  quantités  par  rapport  au  cercle  F 
cherché*, 

0,  angle  de  F  et  de  C  (avec  l'indice  correspondant); 

X  = —  ir  cosf ,  corde  interceptée  par  C  sur  le  rayon  de 
F  allant  au  point  d'intersection.  L'angle  f  est  celui 
des  rayons  des  deux  cercles  ; 

rf,  distance  des  centres  de  F  et  C. 

L'équation  de  l'ensemble  des  cercles  F  coupant  (i), 
(2),  (3)  sous  les  angles  <p4,cp2,<p3  sera  le  résultat  de  l'éli- 
mination de  A,  B,  R  entre  les  quatre  équations 

Féquation  en  d  étant  reproduite  trois  fois  avec  les  indices 

1,  2,  3  aux  quantités  d^  r,  X. 

Or,  si  Ton  observe  d'une  manière  générale  que 

rf»=(a  — A)»-+-(P  — B)«=  RJ -i- r« -t- X  R, 

r  =  (a?  —  A)«-f-  (^  —  B)»—  R», 

retranchant   membre   à   membre  l'équation   en    d   de 
l'équation  F,  on  remplacera  le  système  (i)  par  le  sys- 


(   28o  ) 
tème  équivalent 

(;r-A)«-+-Cr-B)*=R», 

(X- 


(9.) 


^^i-<^-«)f-^«  =  <^- 


Les  trois  équations  obtenues  en  donnant  successivement 
les  indices  i ,  a,  3  à  C  dans  Téquation  de  la  seconde  ligne 
déterminent  les  valeurs  de  [x  —  A),  (j" — B),  R  qui, 
portées  dans  l'équation  de  la  première  ligne,  donnent  le 
résultat  de  l'élimination,  ou  équation  du  lieu  cherché. 
Si  A  représente  le  déterminant 


dC     dC 
dx     dy 


=  A, 


et  X,  Y,  Z  les  résultats  de  la  substitution  de  C  aux  quan- 
tités contenues  respectivement  dans  la  première,  la 
deuxième  et  la  troisième  colonne,  l'équation  cherchée 
sera 


(3) 


soit 


(4) 


X«H-Y«=Z*, 


c   f.   X 

dy 


^    C    \ 
dx 


dC     dC 


dx     dy 

ou,  en  se  servant  des  coordonnées  homogènes  et  faisant 
ensuite  5  =  i , 


(5) 


dy 


dC 
dx 


G    X 


1 
4 


dC     dC     dC 
dx     dy     dz 


Ces  équations  se  prêtent  à  plusieurs  remarques  inté- 
ressantes : 

I.  Si  l'on  fait  à  la  fois  )vi  =  X2  =  )w3=  o,  l'équation 
se  réduit  à  Z  =  o.  Sur  la  forme  (5),  on  lit  immédiate- 
ment que  les  polaiix^s  des  points  du  cercle  orthogonal 
par  rapport  aux  trois  cercles  sont  concourantes,  et  par 


(  ^8<  ) 
la  symétrie  des  équations  aux  dérivées  partielles  qu'elles 
concourent  en  un  point  du  cercle. 

n.  Si  Ton  cherche  Tintersection  du  cercle  Z  =  o  avec 
les  divers  cercles  du  lieu,  on  reconnaît  que  l'équation  (  3  ) 
ne  peut  être  satisfaite  avec  Z  r=r  o  que  si  Ton  a  conjoin- 
tement X  =  o  et  Y  =  o,  comme  dans  le  cas  du  cercle 
orthogonal,  ou  bien  qu'il  est  nécessaire  que  le  dénomi- 
nateur commun  A  soit  nul.  Les  cercles  du  lieu  coupent 
donc  le  cercle  orthogonal  au  même  point  que  le  lieu 
A  =  o,  soit 

|A=    x  —  df   y  —  ?i    ^a 


=  o, 


dans  lequel  on  reconnaît  aisément  la  droite  M^M^Mi 
définie  plus  haut.  Son  équation,  évidemment  linéaire 
après  le  choix  des  signes  fait  sur  coscp  pour  chacune  des 
quantités  \  est,  en  elTet,  satisfaite  en  posant,  pour  le 
point  M3, 

^-«i  ^.r-Pi  ^^«  ^  •(a^-ai)«-f-(r-pt)'^  M3O1 
X  — a,       r  — Pî        ^î        ^/(x  — ai)î-+-Cr— ?,)»        M3O,' 

et  de  même  pour  M2  et  Mi . 

lU.  L'équation  du  système  des  huit  cercles  peut  se 
mettre  sous  la  forme  d'un  déterminant,  tel  que 


X        Z-h 
Z^Y        X 

Y 

=  0, 

ou 

bien 

Z 

où  l'on  fait 

X  =±:  r  coscp 

et 

X  = 

C 

dC     . 

Y  = 

dC 
dx 

G     X 

Z  = 

dC 
dx 

dv 

m 

n 

Y 
Z  — X 


Z-i-X 
Y 


=  o. 
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Z-hY=: 


Z  — Y=     ^ 


dC     dC       ^     ^ 

— 

dx     dy            dz         ^ 

dCi     dC       ^     ^, 
rfa:     dy 

* 

dC     dd  ^   ^     dCi       ^  ^ 
û?a7     dy            dz 

Avec  un  choix  préalable  des  signes  de  cosf ,  réquation 
ne  représente  qu'un  groupe  des  deux  cercles  conjugués. 
En  supposant  le  centre  des  coordonnées  au  centre  du 
cercle  orthogonal  de  rayon p  (réel  ou  imaginaire),  l'équa- 
tion de  Tensemble  dés  deux  cercles  conjugués  ayant  le 
cercle  orthogonal  pour  bissecteur  s'obtiendra  fort  sim- 
plement. On  a,  d'une  manière  générale, 

d'où,  en  posant,  pour  simplifier, 

X  I, 

M, 
M, 
I  I, 

le  dernier  déterminant  étant  le  double  de  la  surface  du 
triangle  des  centres  0<,  O2,  O3,  et  le  premier,  le  double 
de  la  somme  des  produits  des  triangles  que  le  centre  0 
du  cercle  orthogonal  forme  avec  deux  des  centres,  par  la 
corde  \  détachée  sur  le  troisième  cercle  par  les  rayons 
du  cercle  F,  on  aura 

■jX  =  M(:r'— 7«-t-/?*)  -H  i^xy  -h  aLo? 

=  2a:(Ma?-h  N/ -h  L)  —  M(a7>H-^*— /?«), 

I Y  =  N  (^*  —  x* -H/>')  -f-  2  M  arjK -4-  2 L/ 

=  iy{}\x  -H  NjK  -h  L)  —  N(ar« 4- /'—/?•), 
Z  =  -8T(a?«-t-7»-/?«), 


L  =  |  a    ô 

M  =  |  I     h 

N  =  l  a     I 

aT  =  I  a     h 


OU 


A  =  4(Ma7-i-Nj'-i-L), 
X  =  a?A  —  2M2:, 
Y=7A-2NL, 
Z=  — 8T2, 


(  =»83) 
en  représentant  par  2  la  puissance  du  point  quelconque 
(x,j^)  par  rapport  au  cercle  orthogonal 

et  Téquation  (3)  devient  homogène  et  du  second  degré 
en  A  et  £  : 

4S«(iM«-h  N«— i6T»)  -+-  4L2A  -h/?«Aï  =  o, 

d'où  les  deux  valeurs  conjuguées  de  ~  représentant  les 

deux  cercles  également  inclinés  sur  le  cercle  orthogonal 
correspondant  aux  valeurs  de  X  respectivement  changées 
de  signe 

S  _  —  L±v/L»~/?g(M«-f-N«— i6T») 

Les  valeurs  des  coordonnées  A  et  B  du  centre  cherché 
et  son  rayon  R  seront  donnés  par  les  expressions 

A  =  a:—  --  =  aM  —» 
A  A 

Y  S 

•^         A  A 

R=|=-8t|. 

faciles  à  construire. 

Les  raisonnements  et  les  calculs  qui  précèdent  reste- 
ront les  mêmes  si  de  la  Géométrie  plane  on  passe  à  la 
Géométrie  à  trois  dimensions,  et  la  détermination  de 
seize  sphères  coupant  quatre  sphères  (i),  (a),  (3),  (4) 
de  centres  0| ,  O2,  O3,  O4,  et  de  rayons  r«,  7*2,  rj,  r^  sous 
des  angles  donnés  Q|,  cp^,  cp3,  (pj,,  sera  tout  aussi  simple. 
En  posant  X  =  —  rcos^p,  c*est-à-dîre  ^désignant  par  X  la 
longueur  interceptée  par  la  sphère  de  centre  O  sur  les 
arêtes  du  cône  ayant  son  sommet  au  centre  de  Tune  F 
des  sphères  cherchées,  et  pour  base  le  cercle  d'intersec- 
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lion  (réel  ou  imaginaire  avec  l^angle  f  ))  on  déterminera 
le  plan  radical  de  la  sphère  S  et  de  la  sphère  orthogo- 
nale S  aux  quatre  sphères  données  par  la  position  des 
six  points  M  d'intersection  de  ce  plan  avec  les  arêtes  du 
tétraèdre  des  centres.  Le  point  M12  où  le  plan  radical 
coupe  l'arête  0|  O2  est  déterminé  par  la  relation 

M„Oj       X,* 

Ce  plan  déterminé,  la  construction  sera  ramenée  à  la  dé- 
termination sur  le  plan  diamétral  commun  à  la  sphère 
orthogonale  et  à  Tune  quelconque  des  quatre,  ainsi  qu'au 
pian  radical,  du  cercle  coupant  sous  un  angle  déterminé 
le  grand  cercle  de  la  sphère  choisie  et  ayant  avec  le 
grand  cercle  de  la  sphère  orthogonale  la  trace  du  plan 
radical  pour  axe  radical. 

L'ensemble  des  seize  sphères  de  la  solution  sera  donné 
par  l'équation 

où  X,  Y,  Z,  U  représentent  les  déterminants  résultats  de 
la  substitution  de  S  avec  l'indice  convenable  respective- 
ment aux  termes  des  première,  deuxième,  troisième  et 
quatrième  colonnes  du  déterminant 


A  = 


dS     dS     dS     ^ 
dx    dy     dz 


(X  =±:rcos«p), 


qui  représente  le  plan  radical  des  sphères  F  cherchées 
et  de  la  sphère  orthogonale  aux  quatre  sphères  données 
représentées  par  l'équation  générale 

S  =  (a;  —  a)î-+-  (jK  —  P)*^-  (-3  —  y)*  —  r*  =  o, 

avec  les  indices  i,  a,  3,  4* 

Représentant  de  même  par  L,  M.  N,  P,  6V  les  déter- 
minants 

L  =:z  I  a     b    c     X  I,     'S\  =  \\    b    c    X  I,     N  =  |  o    i    c    X  |, 
P-  I  rï     h     I    X  |,     6V  =  I  f7     h     c     I  I, 


(  u85  ) 
où  les  sphères  ont  pour  équation  générale 

^^  -h  j'^  -h  z^  -h  ax  -i-  by  ■+-  c  -^/?'  =  o 

rapportée  au  centre  de  la  sphère  orthogonale,  on  obtien- 
drait Téquation  de  Tensemble  des  deux  sphères  conju- 
guées ayant  le  plan  A  radical  commun  avec  la  sphère 
orthogonale  et  pour  lesquelles  celle-ci  est  bissectrice  du 
dièdre  courbe  d'intersection. 

Représentant  par  S  =  .r*-h  j^^^.^^  —  p^  la  puissance 
d*un  point  par  rapport  à  la  sphère  orthogonale,  l'équa- 
tion de  Tensemble  des  deux  sphères  conjuguées  à  inter- 
sections supplémentaires  avec  les  quatre  sphères  s'ob- 
tiendra comme  celle  des  deux  cercles  conjugués.  On  a, 
en  elTet,  immédiatement,  après  le  choix  fait  sur  les  signes 
de  cosç  pour  séparer  les  seize  sphères  S  en  huit  groupes 
à  intersections  correspondantes  supplémentaires  dans  les 

deux  conjuguées  : 

X  =  xA  — 4M2, 

Y=jA    -4N2, 


Z  =  z\  —iP 


4 

U  =  -48V2; 
d'où 

i65:«(M»4-  N«-+-  P«—  i44Vî)  H-  8LAS-h/>« A«=  o 

et  enfin 

S  _  —  L zt  /[J~—p^{y\^ -h  s^' -^-  9^  — 144^) 

A""  4(lM2-hN2_^.p2__  144^2) 

L'une  des  sphères  correspond  au  signe  -f-  afl'ecté  au  ra- 
dical; la  sphère  dont  les  angles  d'intersection  avec  les 
quatre  sphères  sont  respectivement  supplémentaires  cor- 
respond au  signe  — . 

Les  diverses  combinaisons  de  signes  pour  les  quatre 
cosinus  donnent  huit  groupements,  soit  huit  plans  A  ra- 
dicaux des  huit  groupes  avec  la  sphère  S  orthogonale 
aux  quatre  sphères  données. 


(    9M    ) 

[^es  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  de  la  sphère 
cherchée  seront  donnés  par  les  valeurs 

A  =  4M^,     B  =  4Nf,     C  =  4Pê'     R=^-4«vf. 

A  A  £  A 

Noos  terminerons  par  quelques  détails  sur  la  construc- 
tion du  cercle  F  coupant  un  cercle  donné  C  sous 
Tangle  (f  et  ayant  avec  un  autre  cercle  S  l'axe  radical 
déterminé  A. 

Si,  d'un  point  quelconque  de  A  pris  pour  centre,  on 
décrit  un  cercle  auxiliaire  I  orthogonal  au  cercle  2,  il  le 
sera  également  au  cercle  cherché  T.  Si,  en  outre,  on 
décrit  avec  r  sinç  pour  rayon  un  cercle  C  concentrique 
au  cercle  C,  il  sera  tangent  au  milieu  de  la  corde  inter- 
ceptée sur  C  par  le  rayon  d'intersection  de  T  et,  par 
suite,  orthogonal  au  cercle  de  rayon  R  -f-  /•  cos(p  concen- 
trique à  r.  Le  centre  du  cercle  cherché  est  donc  Tun  des 
deux  points  d'intersection  de  la  perpendiculaire  A  menée 
du  centre  de  £  à  Taxe  radical  A  et  de  la  conique  ayant 
pour  cercles  focaux  le  cercle  auxiliaire  I  et  le  cercle  de 
rayon  /•  sin  cp  concentrique  à  C  avec  une  différence  de  dis- 
tances tangentielles  égale  a  rcosf. 

Cette  remarque  relie  la  construction  obtenue  pai'  les 
raisonnements  ci-dessus  k  la  solution  du  problème  qui 
consisterait  h  considérer  le  centre  cherché  comme  situé 
sur  les  coniques  ayant  pour  cercles  focaux  les  cercles 
concentriques  h  C| ,  Co,  (la  et  de  rayons  /',  cos<pi,  r^cosffi, 
7'3Cos^3  avec  des  différences  de  distances  tangentielles 

ri  sin<pi  — r2sincp2,     risintp,  —  rasincps,     rtsin^t — rssin^pj. 

La  directrice  de  la  conique  correspondant  au  cercle 
focal  I  n'est  autre  que  Taxe  radical  de  celui-ci  avec  le 
cercle  C  dont  tous  les  points  sont  à  une  distance  tangen- 
lielle  /'cosco  du  cercle  focal  (7.  La  conique  est  donc  dé- 
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lerminée  par  les  deux  points  d'înterseclion  de  I  et  C  aven 
les  tangentes  en  ces  points^,  et  par  les  points  faciles  à  dé- 
terminer sur  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles 
focaux.  Son  excentricité,  égale  au  rapport  de  la  distance 
tangentielle  au  cercle  et  à  la  distance  à  la  corde  de  double 
contact,  sera  déterminée  au  moyen  de  Tun  des  points  si- 
tués sur  les  tangentes  communes  aux  deux  cercles  focaux 
conjugués.  Elle  est  donc  complètement  déterminée,  et  la 
solution  graphique  du  problème  est  complète. 

La  détermination  des  cercles  coupant  trois  cercles 
donnés  sous  des  angles  donnés,  ou  des  sphères  coupant 
également  sous  des  angles  donnés  quatre  sphères  données, 
est  ainsi  obtenue  au  moyen  de  constructions  n'exigeant 
que  la  règle  et  le  compas. 


QUESTIONS. 

1447.  Soient  a^,  aa,  a^,  • . . ,  a,{  des  valeurs  positives 
de  Xf,  jCa,  Xa,  .  . .,  Xnf  satisfaisant  à  l'équation,  à  coef- 
ficients positifs, 

La  probabilité  que  a,,  «2>  ^^t  •  •  •  ^  ^/i  soient  respective- 
ment supérieurs  à  a,,  aj,  ol^,  .  . .,  a,,,  est  exprimée  par 
]a  ^/i —  ,yème  puissance  de 

I  —  (  .\,ai-f-  Aja,-+-  Ajaa-h.  .  .-h  A^a^  ). 

(E.  Cesako.) 

1448.  Les  chiffres  de  rang  ti,  dans  les  puissances  suc- 
cessives d'un  nombre  quelconque,  se  reproduisent  pé- 
riodiquement. Pour  les  puissances  de  5,  la  période  se 
compose  de  9."  ^(n'^i)  termes,  dont  la  somme  est  le 


Pour 

o 

et 

5. 

» 

I 

6. 

» 

a 

7- 

D 

3 

8. 

}} 

4 

9- 
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double  de  9.2"  * — i.  Dans  cette  période,  un  même 
chiflre  est  répété  |(2"~'-f-  cp)  fois;  (f  ayant,  pour  chaque 
chiffre,  des  valeurs  différentes^  suivant  la  forme  de  r, 
comme  l'indique  le  tableau  suivant.  On  a 

(/l  =  4/?)       (/l=4/?-+-l)      (71  =  4/7-4-2)     {n  =  ip  +  ^] 

.     <p=      3,  I,  2, 

•  ?  =  —  2,  I,  —3, 

.       «pm  — 2,  I,  2, 

,.     ©==      3,  —  4>  3, 

•  ?  =  — 2,  I,  —3, 

(E.  Cesa&o. 

1449.  La  somme  des  restes  du  nombre  entier  /i,  di- 
visé par  chacun  des  nombres  entiers  qui  le  précèdent, 
augmentée  de  la  somme  des  diviseurs  des  nombres  non 
supérieurs  à  /i,  est  égale  à  n^(*  ).  (E.  Cesaro.) 

1450.  1°  La  somme  des  /«**«"•*  puissances  des  nombres 
premiers  à  N  et  non  supérieurs  à  ce  nombre  est  divi- 
ble  par  N,  si  m  est  impair. 

2"  La  somme  des  produits  m  à  m  des  nombres  premiers 
à  N  et  non  supérieurs  à  ce  nombre  est  divisible  par  N, 
si  m  est  impair.  (E.  Cesaro). 

£  PUA  TA. 


Page  iSo,  ligne  i,  au  lieu  de  :  courbe,  lises  :  ligne  à  flexion  con- 
stante. 

PageiSi,  lignes  3,  5, 10,  ii,enremoniant,  aa/iewrfc.-Co:  — As— Ap. 
lisez  :  Cx  —  \z  -h  \p. 

liectification .  —  La  question  1431  a  déjà  été  proposée  sous  le 
n«  1411  (aoilt  T882). 

(')  Ce  théorème  a  été  énoncé  par  M.  Catalan,  comme  suit  :  «  La 
somme  des  diviseurs  des  nombres  i,  a,  3,  . . .,  n  égale  la  somme  des 
plus  grands  multiples  de  ces  nombres,  non  supérieurs  à  n.  » 
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SUR  mt  ÉQUATION  INDeTERNINÉE  ^ 

Par  m.  s.  RÉALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


1.  La  résolution,  en  nombres  entiers,  de  Téquation 
indéterminée 

(i)  x^-^k=y^ 

a  été,  depuis  Fermât,  l'objet  d'intéressantes  études  de 
la  part  de  diilérents  géomètres,  Euler  en  tète.  JNous  en 
tenant  d'abord  à  la  contribution  fournie  parles  Nouvelles 
annales,  nous  citerons  ici,  après  le  théorème  énoncé 
par  M.  Catalan  dans  le  premier  volume  delà  Collection, 
p.  320,  les  remarquables  articles  insérés  tour  à  tour  par 
Le  Besgue  (i'®  série,  t.  IX,  p.  178^  2®  série,  t.  VIII, 
p.  4^a),  par  M.Gerono  (a®  série,  t.  VIII,  p.  454et559  5 
t.  IX,  p.  469^  t.  X,  p.  2o4;  t.  XVI,  p.  320),  j»ar  M.  E. 
de  Jonquières  (2*  série,  t.  XVII,  p.  3^4  et  5i4). 

Les  conclusions  de  ces  articles  se  rapportent  surtout  à 
des  cas  d'iuipossibilité  de  l'équation  considérée,  ou  à 
des  limitations  auxquelles  elle  est  soumise  pour  des  va- 
leurs particulières  de  l'entier  donné  k.  Mais  la  question 
n'en  est  pas  moins  intéressante  quand  on  l'envisage  au 
point  de  vue  de  la  résolution  de  l'équation.  C*est  sur 
quoi  nous  allons  présenter  quelques  indications,  fort  in- 
complètes sans  doute,  mais  qui  pourront  mettre  sur  la 
voie  de  recherches  ultérieures.  Quelques  propriétés  des 
nombres,  dignes  d'être  signalées,  se  présenteront  d'elles- 
mêmes  comme  conséquences  immédiates  des  formules 
posées. 

2.  Il  est  facile  d'abord  d'établir  des  relations  d'iden- 
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tité  propres  à  vérifier  réquation  (i)  pour  certaines  va- 
leurs de  k. 

Ainsi  Tégalité  très  simple 

il)  (a«—  2Ô)»-f-  6»(86  —  3a«)  =  (a«—  3a6)«, 

où  b  peut  être  changé  en  —  i,  donne  directement  une 
solution  dans  le  cas  assez  étendu  de  A*  =  i'(±86  —  3a*). 
Par  exemple  : 

2'—  4=a«,      —  !»-+-    5  =  2«,     3»— ii  =  4>, 
7î--i9=i8«,     — 3»-4-59.  =  5>,     

Le  résultat  particulier 

(a»zp  2)»—  (3a«q=  8)  =  (a»qz  3a)S 

pour  le  remarcpier  en  passant,  met  en  évidence  que  tout 
nombre  de  Vune  des  formes  3a^qz  8  est  la  différence 
entre  un  cube  et  un  carré.  On  exclut^  dans  le  cas  des 
signes  supérieurs,  Thypothèse  de  a=  i,  qui  conduit  à 
l'égalité  —  5  = —  1^ —  2^,  c'est-à-dire  5  =  l'-h  a'. 
La  même  égalité  (2),  en  y  changeant  a  en  2a,  et  £  en 

-  >  se  change  en  la  transformée 

(4a*—  6)» -h  b^{b  -  3a«)  =  (8a»—  Zab)\ 

par  où  Ton  satisfait  à  (1)  lorsque  /r=  b^(^±  b  —  3fl*). 
Par  exemple, 

33—    2=   5*,      55—4  =  11»,    63  — 2o  =  i4«, 
73—54  =  17*,     i33— 81  =  46*,     .... 

Cette  transformée  s'exprime  aussi  par  la  relation  équi- 
valente 

(aï-h  6)3—  6(3a«—  by  =  (a3—  3a^>)«, 

où  b  peut  être  positif  ou  négatif. 
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Les  résultats  particuliers 

(a2q=  1)3 rh  (Sa^ih  1)2  =  (a'zb  3a)« 

nous  font  reconnaître  incidemment  que  : 

I**  Tout  nombre  de  l'une  des  formes  Sa^::^  i,  ainsi 
que  tout  carré  de  la  forme  (Zà^ —  i)^,  est  la  différence 
entre  un  cube  et  un  carré  ; 

a**  Tout  carré  (Z a- -^  lY ^  à  l'exception  de  16^  est 
la  différence  entre  un  carré  et  un  cube. 

.On  observera,  à  Tégard  de  cette  dernière  proposition, 
que  lorsque  a  =  o,  la  formule  donne  le  résultat  insigni- 
fiant i2  =  o  H-  i'^  mais  alors  on  a  i*=  3^ —  2'. 

3.  L'identité  (a)  rentre,  du  reste,  dans  la  formule 

(/)«H-  A:^2)3  —  X:^î(3/?ï—  kq^)^  =  {p^^^kpq^y, 

assignée  par  Euler  pour  la  résolution,  en  entiers,  de 
l'équation  x^  —  hz^=^j^.  Faisant  r/  =i=  i,  ce  qui  ne  res- 
treint pas  la  généralité  de  la  relation  algébrique,  on  a 
effectivement  la  transformée  ci-dessus  de  Tidentité  (2). 
Nous  ne  devons  pas  omettre  de  rappeler  ici  l'impor- 
tant Méinoire  :  Sur  certains  nombres  complexes  com- 

pris  dans  la  formule  a  -\~  b  ^ —  c,  inséré  par  le  P.  Pé- 
pin dans  le  Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  3®  série,  1. 1,  p.  317.  Dans  cet  écrit,  le  savant 
auteur  reproduit  et  étend  considérablement  plusieurs 
recherches  d'Eulor,  Lcgendre  et  autres  géomètres,  sur 
des  questions  d'Analyse  indéterminée.  Les  équations 
[entre  autres,  différents  cas  particuliers  de  l'équation  (i) 
par  nous  considérée]  y  sont  traitées  au  double  point  de 
vue  de  la  résolution,  quand  elle  est  possible,  et  de  l'in- 
dication des  cas  d'impossibilité  ou  de  limitation. 
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4.  L'identité 

que  Ton  obtienl  par  un  procédé  indiqué  dans  V Analyse 
indéterminée  d'Euler  (Chap.  VIII),  mérite  d'être 
signalée;  elle  sert  à  amener  une  nouvelle  solution  de(i) 
(et,  par  suite,  une  infinité  de  solutions),  à  l'aide  d'une 
solution  préalable  a^-h  /r=  P',  supposée  connue. 

Pour  des  valeurs  entières  ou  rationnelles  de  a,  p,  les 
solutions  fournies  par  cette  formule  se  trouveront  géné- 
ralement exprimées  en  nombres  rationnels  a:,  y.  Par 
exemple,  Téquation  a:'-f-8=j^^  étant  vérifiée  par  les 
valeurs  jc  =  i,  j^  =  3,  nous  assignerons  ces  valeurs  à  a 
et  p,  dans  Tidentité  (3),  et  il  en  résultera  la  nouvelle 
solution,  en  nombres  rationnels, 

En  certains  cas,  une  solution  entière  en  amène  une 
autre  de  même  nature.  Par  exemple,  pour  a=2AY, 
P  =  2Y,  valeurs  de  x  ely  constituant  une  solution  en- 
tière de  l'équation 

la  formule  (3)  fait  connaître  la  nouvelle  solution  entière 

Le  résultat  particulier 

(9Y*±4T)'=t  4Y'(aYdii)  =  (27Y5d=i8Y«-haY)' 
nous  conduit  à  remarquer,  incidemment,  que  : 

i'*  La  somme  du  carré  et  du  cube  de  tout  nombre 
pair  peut  sexprim,er  par  la  différence  entre  un  cofré 
et  un  cube; 
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a°  La  différence  entre  le  cube  et  le  carré  d'un 
même  nombre  pair  peut  s'exprimer  par  la  différence 
entre  le  cube  et  le  carré  de  deux  nombres  entiers  iné- 
gaux, 

5.  Dans  le  cas  de  a  =  2 A p,  d'où  h=^'^{i  —  S/i» p), 
ridentité  (3)  devient 

Dans  le  cas  de  a  =  2  A  y,  p  =  Sy,  on  obtient 

Dans  le  cas,  enfin,  de  a=: — a/iy,  P  =  Y^,  Tiden- 
tité  (3)  nous  donne 

Attribuant,  dans  ces  formules,  des  valeurs  entières  à 
/i,  ^,  y,  on  trouve  des  valeurs  entières  de  x,  j^,  /r,  satis- 
faisant à  l'équation  (i). 

6.  Nous  remarquerons  ici  que,  pour  certaines  valeurs 
de  A*,  on  peut  assigner  immédiatement  deux,  et  même 
trois,  solutions  entières  de  l'équation  (i). 

On  vérifie,  par  exemple,  l'équation 

a73-H  4a*(a*4-  i)  =7*, 

soit  en  prenant  j:  =  2a,  ^=2a(aH-i),  soit  en  prenant 
a:= —  2a,  ^  =  2a(a  —  1). 
L'équation 

où  a  peut  être  positif  ou  négatif,  admet  de  même  les 
deux  solutions  immédiates 

/  =  2(a-l-i)*-+-i,     (^  =  2a*-hi, 
en  outre  de  la  solution  évidente  j"  = — i,j>  =  i[a'-{-a). 
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Pour  réquation 

les  solutions  immédiates  sont  x  =  — 2a,  y  =  6a*,  et 
Pour  l'équation 

on  a  les  deux  solutions 

ar=a-4-i,  {x  =  —  a, 

(a-l-i)(a-H  2)       !  (<z  — i)a 

d'où  cette  propriété,  que  le  carré  d'un  nombre  trian- 
gulaire est,  en  même  temps,  la  somme  d'un  carré  et 
d'un  cube,  et  la  différence  entre  un  carré  et  un  cube. 

Pour 

x^-hl — - — i   -4-8=7», 

on  a 

X  =  —  (a  —  i),         /^  =  a-f-2, 

a«— rt-f-6       1  a«-h3a-f-8 

Y=  >     {y= y 

-^  2  ^  "^  2 

en  outre  de  la  solution  évidente  a:  =  —  2,  j^  =  — - — 
Citons,  comme  dernier  exemple,  Téquation 

rr'H =7  , 

4 

à  laquelle  on  satisfait  par  les  trois  systèmes  de  valeurs 
de  X  et  j^  ; 

a:  =  a,  /  a:  =  — 2«,  [  iF=a-f-i, 

3(a2-|-«)  3(aî— a)  3a2-h3aH-2 

•^  2  ^  2  ^  2 

7.  Des  résultats  qui  viennent  d'être  exposés  découlent. 
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relalivement  à  réquatîoii  (i),  des  conséquences  impor- 
tantes sur  lesquelles  nous  ne  nous  arrêterons  pas  en  ce 
moment.  Signalons  seulement,  en  terminant,  les  propo- 
sitions qui  suivent,  assez  curieuses  au  point  de  vue  de 
la  théorie  des  nombres. 

I®  Le  double  cdrrc  de  tout  nombre  entier  est  égal, 
d'une  infinité  de  manières,  à  la  différence  entre  une 
somme  de  deux  carrés  et  une  somme  de  deux  cubes. 

C'est  une  conséquence  de  Tidentîté 

[4/tp(9A8p  — i)]«-f-[4Ap(9A»p-hi)]SH-23ï 

Ainsi,  pour  p  =  i, 

2.i«=(i8i«-h253»)  — (32»-+-4o»), 
2.1*=  (i3)37*-hi4ii3«)  — (5683 -+-58^3), 

La  même  identité,  où  ^  =  i ,  pouvant  être  mise  sous 
la  forme 

4'(3A«)3[(3A«)»-+- 13]  -M  =  (6»A«-M)«-h  (6> A»)», 

nous  apprend  encore  que  : 

2®  L unité  peut  être  représentée,  d^ une  infinité  de 
manières,  soit  en  nombres  entiers,  soit  en  nombres  ra- 
tionnels, par  la  différence  entre  une  somme  de  deux 
carrés  et  une  somme  de  deux  cubes. 

Ainsi, 

I  -  (  217* -H  3G2)  —  (36' H-  12»), 
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Des  deux  ioriiiules 

6a^b^=  [(4a*—  6)3-1- (4«â-h  Z>)5J 

—  [(8a'— 3a6)«4-(8a»-+-3a6)î], 

6a»6«=[(a«— a6)'-i-(a*-+-2^>)»] 

—  [(a»— 3a6)î-f-(aS-4-3a6)»], 

lesquelles  se  déduisent  de   (•>.),  et  auxquelles  on  peut 
joindre  des  résultats  particuliers,  tels  que 

6(a3)î=  [(•?.a*)^-r-(-ia^f]  —  [(a»)*-+- (3a»)«], 

6(a3)î=[{!àa»)5-h(3a»)«]  — [(!àa3)«-h(5a»)*], 
j 

il  résulte  que  : 

3°  Le  sextuple  d'un  carré  peut  toujours  s'exprimer^ 
au  moins  de  deux  manières  différentes ^  par  une  somme 
de  deux  cubes,  diminuée  d'une  somme  de  deux  carres. 

Exemples  : 

6.I*=(2»H-2»)    —  (l«-f-3*)       i-(3»-r5^)      — (5«+ii»), 

6.2*=(23h-65)  —  (2«^-i4«)    =(ï5»-+-I73)  — (58«+7o'). 
6.3*=(7»-hii»)  — (i8*-h36«)= , 

4"  Le  triple  carré  dhin  nombre  pair  plus  grand  que 
2  est  égal  à  la  différence  entre  une  somme  de  deux 
carrés  et  une  somme  de  deux  cubes. 

C'est  ce  qui  résulte  de  la  formule 

3{iaby=  [(a»-  3a^^)î-+-  {a»-+-  3a6)«] 
-[(a«— 6)*-h(aî-4-6)»], 

où  Ton  voit  de  plus  que,  si  ab  n'est  pas  un  nombre  pre- 
mier, la  décomposition  indiquée  pourra  s'ellectuer  au 
moins  de  deux  manières  différentes.  Ainsi  : 

3.i2î  =  (io2-h  26»)  — (1*4-73), 

3.  12»=  (9»  H-  45*) —(73 -MI'), 

3. 12»^  (  1982  -4-  A-i^i]  —  (35-» -4-  373V 
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Enfin,  des  deux  premières  formules  du  n°  o,  où  Ton 
fera   ^  -h  v  =  o  après   les  avoir  ajoutées  ensemble,    il 
résulte  que  : 

5®  Le  décuple  d^  un  carré  peut  être  représenté,  d^une 
infinité  de  manières,  par  une  somme  de  deux  carrés, 
diminuée  d'une  somme  de  deux  cubes. 

On  trouve,  par  exemple,  dans  le  cas  où  le  carré  con- 
sidéré est  égal  à  l'unité  : 

io.i«  =  (i8i«-h!i3«)  — (323-4-8»), 

lo.  i«  =  (13537»  -+-  6i  i>)  —  (  568»  -f-  7a»), 

10.  i«  =  (i4i  i3«  -f-  419»)  —  (584» -^  56» ), 


à  quoi  viennent  s'ajouter  les  égalités  que  Ton  obtient  par 
d'autres  moyens,  telles  que  : 

I0.1«  =  (5«-hl2)  ~(2»H-a»), 

10.  i«  =  (i6«  -+-  2»)  —  (5» -h  5» ), 


Il  est  bon  d'observer  que,  dans  les  différentes  décom- 
positions qui  viennent  d'être  indiquées,  on  peut  admettre 
qu  aucun  des  carrés  ne  se  réduit  à  zéro,  tous  les  cubes 
sont  plus  grands  que  zéro. 


THÉORÈME  DE  CINÉMATIQUE; 

Par  m.  Ed.  DEWULF, 
Lieutenant-Colonel  du  Génie. 


Une  figure  se  déplace  dans  son  plan  :  soient  a  et  b 
deux  de  ses  points,  non  situés  en  ligne  droite  avec  le 
centre  instantané  de  rotation  O^^  net  '^  les  centres  de 
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courbure  des  trajectoires  de  a  et  de  h.  Les  droites  ab, 
aP  concourent  sur  une  droite  issue  deO^  et  parallèle  à 
la  corde  de  Varc  déterminé  par  V angle  aO^b  sur  le 
cercle  des  inflexions. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  allons  nous  ap- 
puyer sur  un  lemme  que  nous  avons  énoncé  dans  une 
Note  insérée  aux  Comptes  rendus  des  séances  de 
V jicadémie  des  Sciences  (mai  1881)  : 

Sur  une  droite  issue  du  centre  instantané  de  rota- 
tion 0\^  les  points  décrivants  a  et  les  centres  de  cour- 
bure CL  de  leurs  trajectoires  forment  deux  ponctuelles 
projectiles  dont  les  points  doubles  se  confondent  en  0|. 

En  effet,  les  segments  O4  a,  O4  a  sont  liés  par  la  rela- 
tion 

I  I 

—  -pr —  ^  const., 


qui  est  l'expression  la  plus  simple  de  deux  ponctuelles 
projectives  dont  les  points  doubles  se  confondent  en  O^ 
(Chasles,  Géométrie  supérieure,  2®  édition,  n**  171  ). 

Supposons  maintenant  que  les  ponctuelles  projectives 
dont  les  points  doubles  se  confondent  en  0^  soient  dé- 
terminées, sur  0«a,  par  le  point  a^  correspondant  au 
point  a*  de  l'infini,  et  sur  0<  b  par  i©  correspondant 
à  ^«. 

Pour  construire  le  point  a  qui  correspond  à  un  point  a, 
traçons,  par  le  centre  instantané  Oi ,  deux  axes  rectangu- 
laires, tels  que  0\  x  soit  parallèle  à  la  droite  a^b^^  c'est- 
à-dire  à  la  corde  de  Tare  déterminé  par  l'angle  aO^b 
sur  le  cercle  des  inflexions. 

Soit  S  le  point  d'intersection  de  O^y  avec  la  droite  ab\ 
si  nous  projetons,  du  point  S,  les  points  décrivants 
a,  . . . ,  <Jo  sur  0|  a:  en  a',  . . . ,  a'^,  la  ponctuelle  de  Q\  x 
sera  perspective  avec  la  ponctuelle  formée  sur  0|  a  par 
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les  centres  de  courbure  a,  .  .  .,a»,  et  les  droites  qui 
joignent  les  points  correspondants  de  ces  deux  ponc- 
tuelles vont  concourir  en  un  point  S'  de  Oi  S.  Ce  point 
S'  est  déterminé  parla  droite  ajja«,  c'est-à-dire  par  la 
parallèle  h  O4  a  menée  par  Uq.  Si  nous  joignons  ensuite 
le  point  S'  au  point  a',  l'intersection  de  cette  droite  avec 
Of  a  nous  donne  le  point  a  centre  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire du  point  a. 


a' 

> 

b' 


\ 

Nous  déterminons,  de  la  même  manière,  le  centre  de 
courbure  p  de  la  trajectoire  du  point  i.  Nous  tirons  Sio 
qui  coupe  0<  X  en  b'^  et  par  b'^  nous  menons  une  paral- 
lèle à  O4  è  qui  coupe  0«  S  au  point  S'. 

En  effet,  le  triangle  formé  par  cette  dernière  droite, 
par  è'„  a^  et  par  aj,  S',  a  ses  côtés  respectivement  paral- 
lèles à  ceux  du  triangle  boO^ao'^  ces  deux  triangles  sont 
homologiques,  et  la  parallèle  kOtb  menée  par  b'^  coupe 
0«S  en  S'.  Donc,  le  point  ^  se  trouve  sur  la  droite  aa\ 
ce  qui  démontre  notre  théorème. 

Corollaire,  —  Soient  [a)  et  (b)  deux  courbes  de  la 
figure  mobile;  (^«),  {et)  les  enveloppes  de  ces  courbes; 
a  et  p  les  centres  de  courbure  de  (a)  et  [b)  en  leurs 
points  de  contact  avec  leurs  enveloppes. 

On  sait  que  les  points  ^o,  bo^  définis  comme  plus  haut, 
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sont  les  projections  sur  O4  a  et  0|  &  du  centre  instantané 
du  second  ordre  Oj. 

On  sait  aussi  que  le  centre  de  courbure  ai  de  (e«)  au 
point  de  contact  avec  l'enveloppée  n'est  autre  que  le 
centre  de  courbure  de  la  trajectoire  de  a.  Le  centre  de 
courbure  ^^  de  (e*)  est  le  rayon  de  courbure  de  la  tra- 
jectoire de  p. 

D'après  notre  théorème,  énoncé  ci-dessus,  la  droite 
issue  de  O4  et  parallèle  à  ao^o  ^^  les  droites  a^,  ai  ^1 
concourent  en  un  même  point.  Ainsi  se  trouve  démontré 
le  théorème  de  Cinématique,  dû  à  M.  Habich,  et  que  ce 
géomètre  a  fait  connaître  récemment  dans  les  Nouvelles 
Annales  (  *  ). 

Observation,  —  Le  théorème  général  que  nous  avons 
démontré  est  lui-même  un  cas  particulier  de  celui-ci  : 

Une  figure  se  déplace  dans  son  plan.  Soient  O  le 
centre  instantané  de  rotation,  a  et  a'  deux  points  quel- 
conques fixes  de  la  figure,  h  un  point  mobile  sur  Ob 
et  p  le  centre  de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  b 
au  moment  considéré;  le  lieu  géométrique  de  l'inter- 
section des  rayons  ab^  a'|3  est  une  conique  passant  par 
le  centre  instantané  ;  si  les  points  a  et  a'  sont  en  ligne 
droite  avec  le  centre  O,  ce  lieu  géométrique  est  une 
droite  passant  par  O  ;  enfin,  si  le  point  a'  est  le  centre 
de  courbure  de  la  trajectoire  du  point  a  au  moment 
considéré,  le  lieu  géométrique  est  une  droite  passant 
par  le  centre  instantané  et  parallèle  à  ta  corde  qui 
sous-tend  l'arc  déterminé  sur  le  cercle  des  inflexions 

par  l'angle  aOb, 

3o  octobre  1882. 

(')  3-  série,  t.  ï,  p.  ^58. 
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SUR  LES  CUBIQUES  G4UCHES  PASSAKT  PAR  CINQ  POINTS 

DONNÉS; 


Par  m.  g.  KOENIGS. 


En  cherchant  la  solution  de  la  question  1285  pro- 
posée par  M.  Genty  dans  les  Nouvelles  annales,  a®  série, 
t.  XVII,  p.  487,  j*aî  été  conduit  à  quelques  propriétés 
des  cubiques  gauches  passant  par  cinq  points  donnés  : 
j'énoncerai  simplement  les  résultats  en  me  contentant 

d'indiquer  la  méthode  qui  m'y  conduit. 

• 

I.  Les  triangles  que  les  diverses  cubiques  passant  par 
cinq  points  tracent  sur  un  plan  fixe  a  sont,  on  le  sait, 
conjugués  par  rapport  à  une  conique  H«  de  ce  plan  :  la 
trace  sur  le  plan  a  de  la  droite  joignant  deux  des  cinq 
points  est  le  pôle  de  la  trace  du  plan  des  trois  autres. 
Appelons,  pour  abréger,  points  correspondants  les  som- 
mets du  triangle  qu'une  quelconque  des  cubiques  du 
système  détermine  sur  le  plan  a.  On  voit  tout  de  suite 
que  : 

La  conique  H.  étant  le  lieu  des  points  du  plan  cl  qui 
coïncident  auec  un  de  leurs  correspondants,  Ha  se  trouK^e 
être  le  lieu  des  points  de  contact  du  même  plan  av^ec 
les  cubiques  du  système  qui  le  touchent. 

Désignons  par  C^la  cubique  du  système  qui  passe  par  * 
le  point  X  de  l'espace.  La  cubique  G»,,  qui  passe  par  le 
point  f  pris  sur  la  conique  H»,  a  sa  tangente  vt  dans  le 
plan  a,  elle  perce  ce  plan  au  point  w  pôle  de  vt  par  rap- 
port à  Ha.  Lorsque  le  point  r  décrit  la  conique,  w  décrit 
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une  courbe  A.  dans   le  plan  a,  et  vt  enveloppe  une 
courbe  Ba. 

La  courbe  Aa  est  le  lieu  des  points  du  plan  a  dont 
les  points  Correspondants  coïncident. 

La  courbe  Ba  est  l'enveloppe  dans  le  plan  cl  des 
droites  du  complexe  formé  par  les  tangentes  aux  cu- 
biques du  sjstème. 

On  peut  remarquer  que  le  cône  du  second  ordre  ayant 
w  pour  sommet  et  contenant  la  cubique  Ct,=  Cj»,  est 
tangent  au  plan  a  tout  du  long  de  j^w  j  d'ailleurs,  cette 
droite  vw  touche  au  point  v  la  conique  H«.  Donc  : 

La  courbe  Aa  est  le  lieu  des  sommets  des  cônes  du 
second  ordre  contenant  les  cinq  points  donnés  et  tan- 
gents au  plan  donné. 

La  conique  H«  est  V enveloppe  des  génératrices  de 
contact. 

L'étude  de  la  courbe  Aa  complétera  donc  la  solution 
de  la  question  1285. 

II.  Pour  faciliter  Tétude  des  courbes  Aa  et  Ba,  nous 
introduirons  un  système  de  quartiques  planes  que  nous 
allons  définir. 

Soient  A  une  droite  du  plan  a,  d  son  pôle  par  rapport  k 
Ha*,  d'  et  d'^  les  points  correspondants  de  rf,  situés  sur  A. 
Les  cubiques  du  système  qui  rencontrent  une  fois  A  tra- 
cent sur  le  plan  a,  outre  la  droite  A,  une  courbe  Ua(A). 

La  courbe  U  a  [A)  est  du  quatrième  ordre;  elle  a  un 
point  double  en  rf,  et  dd\  dd"  sont  les  tangentes  en  ce 
point  double. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  remar- 
querqu'un  point  .r  décrivant  la  droite  A,  ses  correspon- 
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dants  y  et  z  sont  alignés  avec  le  point  d  :  sur  toute 
droite  X  issue  de  d^  il  n*y  a  que  deux  points  du  lieu,  et 
Tun  d'eux  vient  coïncider  avec  d  chaque  fois  que  la 
droite  X  vient  coïncider  avec  dd'  ou  dd^^. 

La  courbe  Ua(A)  coupe  la  droite  A  aux  deux  points  </' 
et  t/'^  d'abord,  et  puis  aux  points  où  A  coupe  la  conique 
H«.  Cette  conique  est  donc  rencontrée  en  six  autres 
points  u  par  la  courbe  ^«(A).  Au  sujet  des  six  droites 
du  joignant  le  point  d  k  ces  points,  on  observe  que  : 

i^  Elles  sont  tangentes  aux  points  u  à  la  courbe 
U.(A); 

2°  Elles  sont  tangentes  aux  points  u  aux  cubiques  C» 
et,  par  suite,  sont  des  droites  du  complexe  des  tangentes 
aux  cubiques  du  système  -, 

3**  En  dehors  de  ces  six  droites,  on  ne  peut  mener  du 
point  d  d'autres  tangentes  à  la  courbe  Ba  \  et  en  dehors 
de  ces  mêmes  droites  et  des  tangentes  rfrf'  et  dd^^  en  son 
point  double  d,  la  courbe  Ua(A)  n'admet  pas  d'autre 
tangente  issue  du  point  d. 

On  voit  donc  que  la  courbe  Ua(A)  est  de  la  dixième 
classe,  et,  par  suite,  qu'elle  n'admet  pas  d'autre  point 
double  que  le  point  d;  on  peut  voir  aussi  que  la  courbe 
Uc(A)  passe  par  les  dix  traces  sur  le  plan  a  des  droites 
joignant  les  cinq  points  deux  à  deux,  etc. 

En  faisant  tourner  le  plan  a  autour  de  la  droite  A,  on 
arrive  à  ce  résultat  : 

La  sur/ace  décrite  par  les  cubiques  du  système  qui 
rencontrent  une  droite  fixe  est  du  cinquième  ordre. 
Elle  admet  une  cubique  double,  à  savoir  :  la  cubique 
du  système  qui  s'appuie  deux  fois  sur  la  droite  fixe. 

En  dehors  de  la  droite  fixe,  cette  surface  contient  les  dix 
droites  joignant  les  cinq  points  donnés  pris  deux  à  deux. 

m.  Revenons  à  la  courbe  B.^  nous  venons  de  con- 
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struire  les  tangentes  qu'on  peut  lui  mener  d'un  point 
quelconque  du  plan  :  elle  est  de  la  sixième  classe.  Il  est 
aisé  de  \oîr  qu'elle  est  unicursale.  En  effet,  appelons 
I,  2,  3,  4>  5  les  cinq  points  donnés,  la  droite  (i,  a)  peut 
être  adjointe  à  deux  coniques  circonscrites  au  triangle 
(  3,  4î  5)  et  tangentes  au  plan  a,  chacune  en  Tun  des  deux 
points  où  H<,  perce  le  plan  (3,  4>  5);  on  obtient  ainsi 
deux  cubiques  singulières  du  système,  tangentes  au 
plan  a  :  la  trace  du  plan  (3,  4?  S)  s'offre  donc  deux  fois 
comme  tangente  à  la  courbe  Ba  i  c'est  donc  une  tangente 
double  de  cette  courbe.  Ainsi  : 

La  courbe  Ba  est  de  la  sixième  classe  et  unicursale  : 
ses  dix  tangentes  doubles  sont  les  traces  sur  le  plan  ol 
des  plans  menés  par  les  cim/  points  pris  trois  à  trois. 

On  en  déduit  pour  la  courbe  A»,  qui  est  la  réciproque 
de  Ba  par  rapport  à  H«,  la  proposition  suivante  : 

La  courbe  A«  est  du  sixième  ordre  et  unicursale  : 
ses  dix  points  doubles  sont  les  traces  sur  le  plan  a 
des  droites  joignant  les  cinq  points  pris  deux  à  deux . 

Et  pour  le  complexe  des  tangentes  aux  cubiques  du 
système  : 

Le  complexe  formé  par  les  tangentes  aux  cubiques 
gauches  passant  par  cinq  points  est  du  sixième  ordre  • 

Le  cône  du  complexe  est  donc  du  sixième  ordre. 

Son  sommet  p  étant  pris  arbitraire  dans  l'espace,  on 
en  connait  trente  génératrices,  savoir  : 

j"  Les  droites  joignant  p  aux  cinq  points  donnés-, 

2**  Les  droites  joignant  p  aux  dix  points  que  l'on  ob- 
tient en  prenant  les  traces  des  droites  joignant  les  cinq 
points  deux  à  deux,  sur  le  plan  des  trois  autres^ 

3"  Les  quinze  droites  qui,  issues  de/;,  rencontrent  cha- 
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cane  un  couple  d'arètcs  opposées  des  cinq  tétraèdres  que 
Ton  peut  former  avec  les  cinq  points  donnés. 

IV.  Le  complexe  qui  nous  occupe  ollre  un  mode  de 
génération  intéressant,  qui  rentre  dans  un  ordre  de  con- 
sidérations développées  par  Transon  dans  un  Mémoire 
qui  a  été  Tobjet  d'un  Rapport  de  Chasles  [Comptes 
rendus,  t.  XLII).  Si.  à  tout  point/?  de  l'espace,  il  corres- 
pond une  direction  de  droite,  la  droite  issue  de^,  paral- 
lèle à  cette  direction,  fait  partie  d*un  complexe,  et  le 
point  ;;  s'appelle  le  point  de  départ  de  cette  droite  du 
complexe.  Dans  un  complexe  déGni  par  les  points  de 
départ  de  ses  rayons,  il  existe  un  système  de  cônes  du 
second  ordre,  découverts  par  Malus,  et  auquel  Transon 
rattache,  dans  son  Mémoire,  d'importantes  propriétés 
infinitésimales  des  complexes.  Imaginons  que  le  point 
Pq  de  l'espace  soit  le  point  de  départ  d'une  droite  Ao  du 
complexe^  si  le  point  p  est  infiniment  voisin  de  p^^  le 
rayon  A,  dont/?  est  le  point  de  départ,  sera  infiniment 
voisin  de  Aq*,  si  Ton  demande  que  A  forme  avec  Ao  un 
élément  de  surface  développable,  on  trouve  que  le  point 
p  doit  définir  une  droite  pop  située  sur  un  cône  du  se- 
cond ordre  ayant  po  pour  sommet  :  c'est  le  cône  de  Ma- 
lus. Ce  cône  varie  d'un  point  à  l'autre  de  l'espace  et 
engendre  le  système  de  cônes  que  nous  voulions  définir. 

Dans  le  cas  actuel,  tout  point  p  de  l'espace  définit  une 
cubique  Cy,,  et  s'olFre  comme  le  point  de  départ  de  la 
tangente  à  cette  courbe  en  ce  point.  Le  complexe  qui 
nous  occupe  peut  donc  être  facilement  défini  par  le  point 
de  départ  de  ses  rayons. 

Relativement  au  cône  de  Malus,  il  nous  suffira 
d'énoncer  ce  résultat  fort  simple  : 

Le  cône  de  Malus  relatif  à  un  point  p^  de  l'espace 
est  le  cône  projectif  à  la  cubique  C^^. 

^nn.de  }^*rtkétfi4ii.,  3«  *érïe,  t.  II.  (Juillet  i  883.)  20 
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Le  complexe  que  nous  étudions  offre  donc  une  solu- 
tion du  problème  suivant,  qui  dépend  d'un  système 
d'équations  différentielles  aux  dérivées  partielles  du  pre- 
mier ordre  : 

Trouver  un  complexe  défini  par  les  points  de  départ 
de  ses  rayons,  et  tel  que  le  cône  de  Malus  relatij  à 
tout  point  de  l'espace  contienne  cinq  points  fixes. 

V.  Nous  terminerons  en  énonçant  une  proposition 
concernant  les  points  d'intersection  des  courbes  A»,  B 
et  H«.  Elle  consiste  en  ce  que  : 

Les  courbes  A«,  B.  ef  H.  sont  tangentes  aux  six  mêmes 
points. 

Appelons  u'  un  de  ces  six  points;  comme  appartenant 
à  Ha,  u'  coïncide  avec  un  de  ses  correspondants  ]  comme 
appartenant  à  A.,  ses  deux  correspondants  coïncident. 
En  u'  se  réalise  donc  la  coïncidence  de  trois  points  cor- 
respondants; la  cubique  C„.  est,  par  suite,  osculatrice  au 
plan  a.  Ainsi  : 

Il  y  a  six  cubiques  gauches  passant  par  cinq  points 
et  osculatrices  à  un  plan  donné.  Les  six  points  de  con- 
tact sont  sur  une  même  conique. 


DÉHONSTRATliN  D'UN  TUKORÊNE  DE  FERMAT; 

Par  m.  GENOCCHI, 
Professeur  à  TUniversité  de  Turin. 


Ce  théorème  est  énoncé  dans  les  Recherches  de  M.  Cli. 
Henry  sur  les  manuscrits  de  Fer'mat,  et  revient  à  dire 
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que  le  système  des  deux  équations 

n'admet  de  solution  en  nombres  entiers  que  pour 07  =  7. 
On  écarte,  bien  entendu,  les  solutions  évidentes  x=  i, 
y  =  ±î^  z  ==±1^  eix  =  —  i,j^=o,  ^=±1. 

Le  P.  Pépin  vient  de  s'occuper  de  la  question  ainsi 
posée,  mais  ses  calculs  assez  prolongés  et  difficiles  ne 
conduisent  pas  à  un  résultat  simple  et  précis  qui  devrait 
être  la  vérité  ou  la  fausseté  de  Tasscrlion  de  Fermât, 
car  il  conclut  seulement  que,  si  un  nombre  peut  la  dé- 
mentir, il  doit  dépasser  Tunité  suivie  de  3848  chiffres. 
J'ai  donc  pensé  qu'il  n'était  pas  sans  intérêt  de  montrer 
que  quelques  principes  connus  depuis  longtemps  per- 
mettaient non  seulement  d'abréger  beaucoup  la  discus- 
sion, mais  de  parvenir  à  une  conclusion  précise,  et  cela 
en  suivant  la  voie  tracée  par  le  P.  Pépin. 

En  éliminant  x,  on  trouve 

ou,  sous  une  autre  forme, 

^«  =  r*-+-(7«-i)'; 

et  icî^  peut  ôtre  un  nombre  impair  ou  bien  un  nombre 
pair. 

Soit  j^  impair.  Les  formules  connues  pour  les  triangles 
rectangles  en  nombres  donneront 

fol  g  étant  deux  nombres  entiers  impairs  et  premiers 
entre  eux.  Il  s'ensuit,  d'après  l'équation  j  ^ ^y^r^  qu'on 

aura 
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avec  m  vl  fi  entiers,  et,  par  conséquenl, 

'J.  '1 

d'où 

résultat  absurde,  puisque  le  double  de  la  somme  de  deux 
bicarrés  ne  peut  être  un  carré.  Il  y  aurait  exception  pour 
w  =  zh  1 ,  72  =  ih  1 ,  mais  cela  donnerait  y'z=zi  ^  et,  par 
suite,  x  =  I,  :;-=  ï,  solution  écartée. 
Soit  maintenant  y  pair.  On  fera 

en  supposant  que /"et  g*  sont  deux  nombres  entiers,  pre- 
miers entre  eux,  le  premier  pair  et  le  deuxième  impair. 
L*équationj>^-=  if  g  donnera 

/=2a2,      ^=?2, 

avec  a  et  jï  nombres  entiers,  et  il  en  résultera 

(^ette  dernière  équation  se  met  sous  la  forme 

(aaî-j-  32)2  =  1-1- 8 a*, 
et,  en  faisant,  pour  abréger,  2a- 4-  ^2  =  ^,  on  a 

8a*=  (/> -4- !)(/>  — I). 

p  est  un  nombre  impair,  et  ^-f-i,  p  —  i  sont  deux 
nombres  pairs  n'ayant  d'autre  facteur  commun  que  3. 
Soit  donc  a  =  m/i,  m  el  n  étant  premiers  entre  eux,  il 
s'ensuit 

d'où 

ibi  =  m» —  2/1*, 
parlant 

Ainsi  la  diUérenre  ou  la  somme  /«*  zn  1  de  deux  bicarrés 
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serait  double  d'un  carré,  ce  qui  est  encore  impossible. 
Il  y  a  exception  pour  m  =  zfc  i ,  72  =  o  ou  /i  =  ±:  1 5  mais, 
dans  le  premier  cas,  on  aurait 

solution  écartée^  dans  le  dernier,  on  aura 

a==hi,    />  =  3, 
d'où 

2a2-h[i2=3,     |32=i, 

et,  par  conséquent, 

jJ=4,     a^  =  8  — 1  =  7, 

solution  de  Fermât.  Celle-ci  est  donc  la  seule  admissible, 
et  le  tliéorème  de  Fermât  est  démontré  complètement. 

Les  principes  dont  j'ai  fait  usage,  sur  la  somme  et  la 
différence  de  deux  bicarrés,  remontent  au  Traité  sur  les 
triangles  rectangles  de  Frenicle,  et  on  peut  les  trouver 
dans  un   ancien  Mémoire  d'Euler  [Comment,  u4cad. 
Pelrop,,  t.  X  pour  1^38,  publié  en  1747^  p-  '^5  etsuîv.). 
£n  i8o5,  j'ai  obtenu  ces  théorèmes  en  étudiant  la  tliéo- 
rie  des  nombres  appelés  congrus  par  Fibonacci,  lesquels 
peuvent   être  regardés   comme   exprimant  Vaire   d'un 
triangle  rectangle,  de  manière  que  cette  théorie  des 
congrus  est  intimement  liée  avec  celle  des  triangles  rec- 
tangles en  nombres,  tant  cultivée  par  Diophante,  Fre- 
nicle, Fermât.  J'ai  prouvé  que  les  formules 

où  r  et  s  sont  supposés  entiers,  représentent  toujours 
des  congrus,  et  que  la  même  chose  a  lieu  pour  les  for- 
mules 

si  ;■  et  s  sont  deux  nombres  entiers,  l'un  pair  et  l'autre 


(  3io) 
impair.  J'ai  prouvé  de  plus  qu'aucun  congru  n'est  carré, 
ni  double  d'un  carré,  ni  égal  à  un  carré  multiplié  par 
un  nombre  premier  de  la  forme  8  m -h  3,  ou  par  le  double 
d'un  nombre  premier  de  la  forme  8/7iH-5,  ni  par  le 
produit  de  deux  nombres  premiers  de  la  forme  Sm  -f-  3, 
ni  enfin  par  le  double  produit  de  deux  nombres  premiers 
de  la  forme  8m -f- 5.  Je  crois  que  ces  derniers  théo- 
rèmes étaient  nouveaux. 


PROPOSITIONS  DE  H.  LIONNET. 


I.  Trouver  un  nombre  entier  dont  le  carré  soit  égal 
au  produit  ttU^'  de  trois  triangulaires  consécutifs; 
ou,  autrement,  trouver  un  triangulaire  égal  à  la  somme 
de  deux  carrés  d'entiers  dont  l'un  est  l'unité. 

II.  Quelles  sont  les  valeurs  entières  et  positives  de  x 
pour  chacune  desquelles  j^x  et  y  ont  le  môme  chiffre  des 
unités  pour  toute  valeur  entière  et  positive  dey? 

IJI.  La  somme  des  puissances,  d'un  même  degré  i 
impair  et  positif,  des  m  nombres  i ,  2,  3,  . . . ,  m  est 

divisible  par  le  triangulaire  t  =  -m{m  -f- 1),  somme  de 

ces  jn  nombres. 

IV.  Trouver  un  groupe  de  trente  impairs  consécutifs 
dans  lequel  le  nombre  des  impairs  -premiers  soit  égal  à 
celui  des  impairs  composés. 

V.  Dans  toute  suite  de  soixante  entiers  consécutifs, 
dont  le  plus  petit  excède  cinq,  le  nombre  des  impairs 
premiers  est  au  plus  égal  à  quinze. 
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CONCOURS  D'ADMISSION  A  LtCOLB  CENTRALE 

(première  session,  1883). 

SOLUTION  DE  M.  Edmond  LEVAIRE, 
Elève  du  peDsionnat  Notre-Dame-du-Sacré-Cœur. 


Créomctrie  analytique. 

Soit -5 +  ^5  —  I  =0  V équation  d^une  ellipse  rap^ 

portée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  et  soient  a,  6  les 
coordonnées  d*un  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette 
ellipse. 

Former  Inéquation  générale  des  coniques  qui  passent 
par  les  points  de  contact  M  et  M!  des  tangentes  menées 
du  point  P  à  V ellipse^  et  par  les  points  Q  et  Q',  où 
cette  ellipse  est  rencontrée  par  la  droite 

ax       ^y 


a»        6» 


-f-  Ji.  =  o. 


Disposer  du  paramètre  [Ji  et  de  l'autre  paramètre 
variable  que  contient  V équation  générale^  de  manière 
quelle  représente  une  hyperbole  équilatère,  passant  par 
le  point  P. 

On  fait  mouvoir  le  point  P  sur  la  droite  représentée 
par  l'équation  x-{-y  =  l^  et  l'on  demande  : 

1®  Le  lieu  décrit  par  la  projection  du  centre  de 
V ellipse  sur  la  droite  QQ^  ; 

2*  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des  cordes 
Mi\r  et  QQ'. 

Démontrer  que  ce  dernier  lieu  passepar  deux  points 
fixes,  quelque  soit  /,  et  déterminer  ces  points.  Chercher 
pour  quelles  valeurs  de  l  ce  lieu  se  réduit  à  deux  droites 
et  déterminer  ces  droites. 
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I.  La  droite  MM'  est  la  polaire  du  point  P,  par  rapport 
à  Tellipse;  son  équation  est 

La  droite  (^Qf  a  pour  équation 

Donc,  Téquation  générale  des  coniques  passant  parles 
points  d'intersection  de  ces  deux  droites  avec  l'ellipse 
est 

ou 

X6^ 


■^^(î^  —  ')^-^  ^(l^-^07-(^î^-^0  =  o• 
La  condition  pour  que  celte  équation  représente  une 
hyperbole  équilatère  est 


/i         X62\  /,         ,N  /aï       6s\ 


I         Xa2  /i         X62\  /i  i\       ./a»        6^ 

— ;  H r  = 

<i2         a» 


ce  qui  exige  que 


(')  Si  a*6' —  b^cL^—  o,  X  est  infini,  et  l'équation  (3)  représente  le 
système  des  deux  droites  MiM',  QQ'.  Dans  ce  cas  parLiculier,  il  n'y  a, 
en  réalité,  aucune  hyperbole  équilalére  passant  par  les  points  M,  M', 
Q,  Q'.  C'est,  d'ailleurs,  ce  qu'il  est  facile  de  démontrer  sans  avoir 
recours  à  l'équation  (3). 

En  effet,  les  coefficients  angulaires  des  droites  MM',  QQ',  étant 
égaux,  et  de  signes  contraires,  les  points  M,  M',  Q,  Q'  où  l'ellipse 
est  rencontrée  par  ces  deux  droites  appartiennent  à  une  même 
circonférence.  Il  en  résulte  que  toute  conique  circonsrrilc  au  qiia- 
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Pour  que  l'hyperbole  passe  par  le  point  P,  il  faut  la 
condition 

ou  bien,  en  réduisant, 

Remplaçant  X  par  sa  valeur,  il  vient 

de  cette  équation  on  tire 

Les  conditions  cherchées  sont  donc 

A  =  a*  6*  — r/>i ,-r— „     et     m.  =  — r j-z  • 

II.  Pour  trouver  : 

1  ®  Le  /ïea  décrit  par  la  projection  du  centre  de  l  ^ellipse 


drilatère  M  M' QQ' a  des  axes  respectivement  parallèles  à  ceux  de 

l'ellipse,  c'est-à-dire  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Que  si  la 

conique  circonscrite  au  quadrilatère  MM'QQ'  est  une  hyperbole  équi- 

latère,  ses  asymptotes  seront  parallèles  aux  bissectrices  des  angles 

que  forment  les  axes  de  coordonnées  en  se  coupant  au  centre  de 

l'ellipse.  Or,  lorsque  a* 6*—  ^<a»=  o,  la  droite  MM'  est  aussi  parallèle 

à  l'une  de  ces  deux  bissectrices,  car  l'égalité  supposée  a* 6'—  b*9}  —  o 

donne 

a        ,    a*       a       6'        , 

et  —  -s  X  -;  est  le  coefficient  angulaire  de  MM'.  Donc,  s'il  existait 

alors  une  hyperbole  équilatère,  passant  par  les  points  M,  M',  Q,  Q', 
une  droite  MM'  parallèle  à  l'une  des  deux  asymptotes  de  l'hyperboïe 
couperait  cette  courbe  en  deux  points  M,  M',  situés  à  distance  finie, 
re  qui  est,  comme  on  sait,  impossible.  (0.) 
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sur  la  droite  i^Q'^  lorsqu'on  faît  mouvoir  le  point  P  sur 
la  droite  représentée  par  Téquation  x-f-y  = /,  nous 
i*eniarquerous  qu'en  remplaçant  [xpar  sa  valeurFéquation 
de  la  droite  QQ'  devient 


ax       ey       6« 


a 


s 


La  perpendiculaire  à  celle  droite,  menée  par  l'origine, 
a  pour  équation 

(2)  a6*^-f- 6a*a7  =  o. 

Le  point  P  devant  se  irouver  sur  la  droite  représentée 
par  l'équation  x  -f- r  =  /,  on  a 

(3)  a-r-6=/. 

L'équation  du  lieu  cherché  résulte  de  Télimination  de 
a  et  6  entre  les  équations  (1),  (2)  et  (3). 
Les  deux  dernières  donnent 


a  = 


et     b  =  ^ 


et,  en  remplaçant  dans  la  première  a,  6  par  ces  valeurs, 
et  réduisant,  on  trouve 

•^         a*  -H  6»  ^     "^  ' 

C'est  l'équalion  du  lieu  cherché,  qui  est  un  cercle 
passant  par  Poriginedes  coordonnées  (*  ). 

6^— a?                              (6  — a)Z 
(')  La  valeur  — j-  de  a  revient  à  ■^— ; ér »   puisque  a  -i-  6  =  /, 

et  l'équation  de  la  droite  QQ'  peut  s'écrire 

ax       6y       (6  —  a)l^ 

1?  —  V  "*"    a» -h  6»    ""  ""' 
d'où 
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2®  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  rencontre  des  cordes 
MM'  et  ()(^  est  représente  par  l'équation  qui  résulte  de 
réiimination  de  a  et  6  entre  les  trois  équations 

(4)  55-^  ^^■  =  ^' 

(  6  )  a  -4-  6  =  /. 

La  résolution  des  équations  (4)  et  (6)  par  rapport  à  a 
et  ê  donne 

et     b=- 


/ar 

I  — 

a* 

X 

En  portant  ces  valeurs  de  a,  è  dans  Téquation  (5)  et 
réduisant,  on  trouve 

(7)     i(a'^-^-b^)xy—  j(a*-f-  6«-H /*)(a*7-H-6*;r)-i-2a*6*  =  o, 

on  satisfait  à  cette  cqnation  en  posant 

X  l  l  _ 

donc,  quels  que  soient  a  et  6,  la  droite  QQ'  passe  par  un  point  fixe  F 
dont  les  coordonnées  x^y  ont  respectivement  pour  valeurs 

la}  Ib" 

11  s'ensnit  que  le  lieu  de  la  projection  du  centre  C  de  l'ellipse  sur  la 
droite  QQ'  est  la  circonférence  décrite  sur  CF  comme  diamètre. 

La  droite  MM'  est,  de  même,  assujettie  à  passer  par  un  point 
fixe  F',  qui  est,  par  rapport  à  l'ellipse,  le  pôle  de  la  droite  représentée 
par  l'équation  x  -hy  =  l,  et  dont  les  coordonnées  sont 

a»  b' 

I^  lieu  delà  projection  du  centre  C  de  l'ellipse  sur  la  droite  MM' est 
la  circonférence  dont  CF  est  un  diamètre. 

Ces  deux  circonférences  sont  tangentes  l'une  à  l'autre  au  centre  de 
l'ellipse.  (G.) 
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équation  qui  rcprësenle  une  hyperbole  équilatére,  ayant 
ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 

Démontrons  maintenant  que  ce  dernier  lieu  passe  par 
deux  points  Jixes^  quel  que  soit  L 

L'équation  (y)  est  vérifiée  lorsque  les  deux  suivantes 
le  sont  simultanément: 

Ces  deux  équations  sont  indépendantes  de  ly  le  lieu 
passe  donc,  quel  que  soit  /,  par  les  deux  points  fixes,  in- 
tersection deslignesque  les  deux  équations  représentent. 
En  les  résolvant,  on  obtiendra  les  coordonnées  des  deux 
points. 

L*équation  a^j'  -f-  i^or  =  o  donne 

b^ 

et,  par  suite,  on  a 

b^ 
a* 
d'où 

^         a^  b^ 

X  =±:  •       et    y  =-çi 


L'un  des  deux  points  a  pour  coordonnées 
>  et  1  autre ,  >   -H 


a' 


v/o^;-*» 


Les  valeurs  de  /  pour  lcsque»l les  lelieu  se  réduit  «î  deux 
droites  s'obtiendront  en  exprimant  que  les  coordonnées 
du  centre  vérifient  l'équation  du  lieu. 

En  désignant  par  f^  et  f^  les  dérivées  du  premier 
membre  de  l'équation  (7),  on  a 

b^ 

a' 


d  oii 
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2/(a»4-6»)  o.Ka'^-^b^) 


et,  par  suite, 

...       a«6«  ( a« -4- 6« -f- /»)* 
-f-  la^b^ T-—  i — : — ; =- — i  =  o, 

/2  (  ^2  —  ^2  ) 

ce  qui  se  réduit  à 

(a2  +  ^8_/ï)i=o,     d'où     /  =  dr  /a«  -+-  6*. 
Donc  le  lieu  se  réduit  à  deux  droites,  lorsque 

/  =:  +  /a»  -i-  6*     ou     /  =  —  v/a^  -r  62. 

Pour  déterminer  les  équations  des  deux  droites  dans 
chacun  de  ces  deux  cas,  il  suffit  de  remplacer  /  par  ses 
valeurs  dans  les  équations 

^  ~~       a/(«2-^6«)       '     ^~       ^Ka^^b^) 


La  valeur  +  y/a*  -h  i'^  de  /  donne 


a2  6' 


/a»  -h  b^  yja'*-  4-  6» 

Et   pour  /  =  —  \/d'-\-b'^  les    équations   des    deux 
droites  deviennent 

«2  6» 


v/a*  -+-  62  /a2  -h  62 
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chef  du  Service  micrographique  à  rObservatoîre  de 
Montsouris.  Paris,  Gauthier-Vil lars,  i883. 

Depuis  longtemps  on  avait  l'intuition  de  germes  microsco- 
piques flottant  dans  l'atmosphère  et  donnant  lieu,  là  où  ils  s'a- 
battaient, soit  à  des  fermentations  variées,  soit,  dans  un  ordre 
plus  compliqué,  à  des  maladies  diverses. 

Sans  remonter  bien  haut,  on  sait  que  Raspail,  sur  cette 
donnée,  a  édifié  presque  toute  sa  thérapeutique,  mais  c'est 
surtout  de  la  grande  lutte  de  Pasteur  et  de  Pouchet  sur  la 
génération  spontanée  que  datent,  en  France,  les  procédés  scien- 
tifiques appliqués  à  cette  étude. 

L'air  tient  en  suspension  des  particules  inorganiques  de 
toutes  sortes,  depuis  les  résidus  de  nos  industries  jusqu'à  des 
globules  de  fer  météorique.  On  y  trouve  des  corps  organisés 
très  variés,  à  l'état  de  germes  ou  de  développement  complet, 
à  l'état  de  débris. 

Pour  en  faire  l'étude,  il  faut  d'abord  les  récolter,  les  exami- 
ner ensuite. 

.  L'auteur  décrit  avec  détails  les  appareils  proposés  pour  les 
recueillir.  Il  passe  ensuite  aux  procédés  qui  permettent  d'en 
déterminer  la  nature. 

Il  faut  reconnaître  que  parfois,  dans  cette  recherche,  le  mi- 
croscope serait  trompeur.  Il  existe  heureusement  un  mode  d'ex- 
périmentation permettant  de  pallier  l'insuffisance  de  nos  in- 
struments d'optique  et  de  compter,  sans  le  secours  immédiat  du 
microscope,  les  germes  aériens  des  bactéries.  Ce  procédé,  fécond 
en  magnifiques  résultats,  c'est  la  culture  des  microbes,  vulga- 
risée par  M.  Pasteur.  La  manipulation  des  liqueurs  de  culture, 
et  comme  corollaire  des  liqueurs  stérilisées,  tient  donc  une 
place  importante  dans  le  livre  de  M.  Miquel. 

L'auteur,  passant  à  l'application  des  procédés  décrits,  expose 
le  résultat  de  ses  recherches  particulières  sur  l'air  de  Paris, 
pris  sur  des  points  très  différents,  des  hauteurs  de  Montsouris 
aux  angles  rentrants  des  hôpitaux  et  jusque  dans  la  profon- 
deur des  égouts. 

L'étude  des  antiseptiques  s'ensuit  tout  naturellement. 

Enfin,  comme  conclusion,  M.  Miquel  fait  ressortir  les  hautes 
destinées  d'une  science  qui  ne  date  pourtant  que  d'hier  et  le 
chemin  parcouru  en  si  peu  de  temps. 

Le  Livre  de  M.  Miqiiel,  comme  je  voudrais  le  faire  ressortir 
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davantage  dans  cet  aperçu,  est  d'un  grand  intérêt.  A  c6té  de 
travaux  tout  à  fait  personnels  et  très  originaux,  il  réunit  des 
notions  et  des  documents  qui  n'avaient  jamais  été  classés  jus- 
qu'à présent  avec  autant  ordre. 

D*"  Harzb. 
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xvi",  xvii"  et  XVIII*'  siècles,  sur  les  Sciences  mathématiques  et 
physiques  avec  leurs  applications;  par  le  D*"  /).  Bierens  de 
llaan. 

Ottobre.  —  Bibliographie  néerlandaise  historico-scienti- 
fique  des  Ouvrages  importants  dont  les  auteurs  sont  nés  aux 
xvi",  XVII®  et  XVIII*'  siècles,  sur  les  Sciences  mathématiques  et 
physiques  avec  leurs  applications  ;  par  le  D""  D.  Bierens  de 
llaan, 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 

Novembre.  —  Bibliographie  néerlandaise  historico-scienti- 
fique  des  Ouvrages  importants  dont  les  auteurs  sont  nés  aux 
XVI*,  xvii"  et  xviu"  siècles,  sur  les  Sciences  mathématiques  et 
physiques  avec  leurs  applications;  par  le  D*"  D.  Bierens  de 
Haan.  (Gontinuazione.) 

SuUa  storia  délie  Scienze  naturali,  presso  gli  Arabi.  Pesi 
spccifici  ;  del  D""  Eilarde  Wiedemann.  Traduzione  del  D'  Al- 
fonso  Sparagna. 

DicEMBRE.  —  Notice  sur  un  Ouvrage  astronomique  inédit 
d'Ibn  Haitham;  ^diV  Maurice  Steinschneider, 

Annunzi  di  recenti  pubblicazioni. 


SOLUTIONS  DE  OVESTIONS 
PROPOSÉES  OAKS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  lilO 

(Tolr  3*  série,  t.  I,  p.  3.16); 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Etant  donné  un  contour  po/j  gonal  inscrit  dans  une 
parabole  et  tel  que  les  projections  de  ses  côtés  sur  la 
directrice  soient  égales,  on  mène  par  chacun  de  ses 
sommets  une  parallèle  P  à  l'axe  de  la  parahole,  puis 
on  prolonge  tous  les  côtés  du  contour  dans  le  même 


(  3i>.3  ) 

sens  jusqu'à  la  première  P  qu'ils  rencontrent.  Tous  les 
segments  aiiisi  déterminés  sur  les  lignes  P  sont  égaux, 

(D'OcAGNE.) 

Soient 

y^  =  'xpx 

l'équation  de  la  parabole,  k  la  projection  de  chaque  côté 
du  contour  sur  la  directrice  5  ^stjk  '->  ^25  ^2  ?  "3:3,^*3  les 
coordonnées  de  trois  sommets  consécutifs.  L'équation 
de  la  droite  qui  joint  les  deux  derniers  est 

OU,  en  remplaçant  x^  et  X3  par  ^^  et  —  et  divisant  par 

^^zi±iiy^ziyi  =  o; 

d*où  Ton  tire,  pour  Tabscisse  du  point  où  elle  rencontre 
la  droite  P  passant  par  X| ,  j^i , 

et,  pour  le  segment  compris  entre  ce  point  et  la  para- 
bole, 

^i  -  ^  =  ~:  (^î  -  ^i7j  -  7i7a  -^  rira)- 

En  remplaçant  j^  et  j^s  par  leurs  valeurs  yt  -f-/r, 
y^  +  a/r  (en  supposant  y  croissant  avec  Tindicc),  il 
vient 

Xi  —  X  =  —  > 
P 

valeur  indépendante  de  i'indicc. 

Si  les  côtés  étaient  prolongés  dans  le  sens  opposé,  il 
suffirait  de  changer  le  signe  de  Ar,  ce  qui  ne  modifie  pas 
le  résultat. 
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Question  1413 

(  Totr  S*  fléri«,  t.  I,  p.  383)  ; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

Si,  par  un  point  quelconque  M  de  la  sécante  com- 
mune à  deux  coniques  homothétiques,  on  mène  une 
droite  quelconque  AB  coupant  la  première  en  A  et  B, 
la  seconde  en  A!  et  B',  les  produits  MAxMB  et 
MA'X  MB'  seront  égaux,  (P.  Barbarin.) 

Menons  dans  les  coniques  les  diamètres  COD,  C'O'iy 
parallèles  à  la  sécante  commune  IIVIK,  et  les  diamètres 
EOF,  E'O'F  parallèles  à  la  droite  variable  AB  («)• 
D'après  le  théorème  de  Newton,  on  a 


de  même 


MA 

xMB 

OE 

xOF 

OE^ 

Ml 

X  MK 

"  OC 

xOD  ~ 

oc" 

MA'x 

MB' 

CE' 

MIx 

MK 

f\i  ru 

Or,  les  coniques  étant  homothétiques,  on  a 

OE  _  0'E\ 

OC  *"  O'C' 
donc 

MA  X  MB  =  MA'x  MB'. 

C.    Q.    F.    D. 

Note.  —  Solutions  analogues  de  MM.  Moret-Blanc  ;  Berthelct,  élève 
au  Lycée  de  Moulins;  Adrien  Paluz,  élève  à  l'École  Polytechnique  de 
Zurich. 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fijïure. 


(  325  ) 
Question  1418 

(voir  3*  série,  t.  I,  p.  43i  )  ; 

Par  m.  lez. 

On  donne  une  ellipse  de  demi-^xes  OA,  OB  et  deux 
circonférences  concentriques  à  l'ellipse,  et  de  rayons  r^ 
R;  r  =  OB.  Une  droite  issue  du  centre  O,  commun  aux 
trois  courbes,  coupe  les  circonférences  /',  R  en  des 
points  C,  D  par  lesquels  on  mène  des  parallèles  à  OA 
dirigées  dans  le  sens  OA.  La  première  rencontre  V el- 
lipse au  point  E,  la  seconde  est  rencontrée  en  un  point  F 
par  la  normale  à  l'ellipse  en  E  ;  trouver  le  lieu  géomé- 
trique du  point  F.  (  E.  Lebom.) 

Une  droite  y  ^=mx  issue  du  centre  commun  O  ren- 
contre les    cercles  x^-{-j^=^r^  et  j:*^-j*=R^  en 

des  points  C  et  D  ayant  pour  ordonnées  j  = 


mr 


mR 

7  = 


sT^ 


/l-h 


m 


s 


La  parallèle  CE  à  Taxe  focal  rencontre  Tellipse 

6*37*  -H  a*^*  =  a*  6* 
au  point  E  ayant  pour  abscisse 


_  a      /b^{\-\- 
~  b\  I 


m*  )  —  r*  m* 


/n* 
Les  coordonnées  de  ce  point  E  deviennent 

a  mb 

0?=  —  ?    y  — 


v/i  -f-  m*  v^i  H-  m* 

quand  r  =  é  —  OB. 
La  normale  en  E,  représentée  par 


rnb   •         ani 

y  -  -----  =  -j- 


»/■ 


nv 


(3>6  ) 
rencontre  la  droite  DF,  où 

(I)  y=    ■> 

en  un  point  F  ayant  pour  abscisse 
(a)  x  = 


a  /i-H  7/1*  a  v/i -h 


m' 


Eliminant  la  variable  m  entre  les  équations  (  i  )  et  (  2  ), 
on  aura  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  F  ;  on  ob- 
tient ainsi  une  ellipse 

(c^-hbRy  "^  R»  ~  ' 
concentrique  à  l'ellipse  donnée  (*): 

JVote,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-Blanc  ; 
Léon  Roussel,  élève  du  Lycée  de  Lyon  ;  et  par  un  anonyme. 


Question  1421 

(TOir  3*  série,  1. 1,  p.  43a)  ; 

Par  m.  Victor  de  STRÉKALOF,  à  Saint-Pétersbourg. 

Soient  AOD,  BOE,  COF  les  trois  hauteurs  et  G  le 
centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC;  démontrer  que 
les  cercles  circonscrits  aux  triangles  AGD,  BGE,  CGF 
se  coupent  en  un  second  point  qui  est  l'intersection  de 
la  droite  OG,  et  de  l'axe  radical  du  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC,  et  du  cercle  des  neuf  points  de  ce 
triangle.  (Rev.  G.  Richardson,  M. -A.) 

On  sait  que  les  polaires  d*un  même  point,  relatives 
aux  trois  angles  d'un  triangle,  vont  rencontrer  respecti- 

(*  )  Cette  ellipse  devient  un  cercle  lorsque  ^  ~  a  -\-  b. 


(  3'^7  ) 

veinent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  en  ligne 
droite  (Chasles,  Géométrie  supérieure,  a*  édit.,  1880, 
p.  237).  De  plus,  si  ce  point  est  le  point  O  de  concours 
des  hauteurs  du  triangle  ABC,  la  droite  mentionnée  sera 
Taxe  radical  du  cercle  circonscrit  au  triangle  et  du  cer- 
cle des  neuf  points  de  ce  triangle. 

En  effet,  soient  P  le  point  de  rencontre  du  côté  AB 
avec  la  polaire  de  O,  relative  à  l'angle  opposé  C,  et  C 
le  milieu  de  AB  (  *  ) .  On  a 

(i)  F'B.FA  =  F'A.BF; 

d'où  l'on  tire  successivement 

F'B(BA  —  BF)  =  (FB  4-  BA).BF, 
F'B.BA  =  2FB.BF  -+-  a.BG'.BF,  =  2(F'B.BF  -H  BG'.BF); 
^F'B.BA=    F'B.BF-+- BG'.BF.; 

F'B.BA  =  ^F'B.BA  -i-  F'B.BF.-f-  BG'.BF.; 
F'B.BA  =    F'B.BG'-f-F'B.BF  4- BG'.BF; 

et,  en  ajoutant  F'B^  de  part  et  d'autre,  on  aura 

F'B(F'B  -\-  BA)  =  F'B(F'B  -h  BG')-f-  BF(F'B  -+-  BG'), 

=  (F'B-f-BF)(F'BH-BG'), 
d'où 

(2)  F'B.F'A  =  F'F.F'G', 

ce  qui  veut  dire  que  le  point  F'  est  situé  sur  l'axe  radical 
des  deux  circonférences  considérées  (2).  On  verra  de  la 
même  manière  que  le  point  TV  de  rencontre  du  côté  BC 
avec  la  polaire  de  O,  relative  à  l'angle  A,  est  sur  la  mcnic 


(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.  Le  point  F'  est  Tinterâec- 
tion  des  droites  ED,  AB  prolongées;  les  points  F',  F  sont  conjugués 
harmoniques  de  A^  B. 

(')  Car  les  points  A,  B  appartiennent  au  cercle  circonscrit  au 
triangle  ABC,  et  les  points  F,  C  à  la  circonférence  des  neuf  points 
de  ce  triangle. 
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droite;  donc  les  polaires  du  point  O,  relatives  aux  trois 
angles  du  triangle  ABC,  rencontrent  respectivement  les 
côtés  opposés  en  des  points  qui  appartiennent  à  Taxe 
radical  des  deux  circonférences. 

Pour  construire  Taxe  radical,  il  suffît  de  prolonger  la 
droite  ED  jusqu'à  la  rencontre  de  AB  au  point  F'  et  d'a- 
baisser de  F'  une  perpendiculaire  F'R  sur  la  droite  OG, 
qui  est,  comme  ou  sait,  la  ligne  des  centres  du  cercle 
circonscrit  et  du  cercle  des  neuf  points. 

Cela  posé,  on  a,  d'après  la  relation  (a), 

F'F(F'F  -^  FC)  =  (F'F  —  FB)(F'F  -h  FA), 
d'où 

F'F.FC  =  FF. FA  —  FB.F'A  ; 

mais,  d'après  la  relation  (i), 

FB.F'A  =  F'B. FA.; 
donc 

F'F.FC'=  FF. FA  —  F'B.FA  =  FA(F'F  -4-  F'B), 

d'où 

(3)  F'F.FG'=  FA.FB. 

Or,  les  triangles  semblables  ACF,  BOF  donnent 

FA.FB  =  CF. OF; 
donc 

F'F         GF 
F'F.FG'=CF.OF,     ou     ^  =  j^. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  les  triangles  rectan- 
gles PFO,  CFC  sont  semblables,  et,  par  conséquent, 
rangleOFF  =  rangleFCCMVIaislequadrilatèreOFFR 
étant  inscriptible,  les  angles  OPF,  ORF  sont  égaux 
entre  eux,  comme  inscrits  dans  un  même  segment  du 
cercle  décrit  sur  OF'  comme  diamètre.  Donc  l'angle 

ORF  =  FGG'.  =  FCG. 

Il  s'ensuit  que  les  quatre  points  C,  G,  F,  R  appartiennent 


(329) 
à  UQ  même  cercle  5  donc  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  CGF  passe  par  le  point  R  de  rencontre  de  la 
droite  OG  et  de  Taxe  radical  PR  dont  il  s'agit. 

On  démontrerait  de  même  que  les  cercles  circonscrits 
aux  triangles  AGD,  BGE  passent  par  le  point  R  ;  le  théo- 
rème proposé  est  donc  démontré. 

Note.  —  M.  Moret-BIanc  a  donné  une  démonstration  fondée  sur 
les  formules  de  la  Géométrie  analytique. 


Question  1422 

(voir  3*  série,!.  I,  p.  4-la); 

Par  m.  ROMERO,  à  Madrid. 

Tout  nombre  dont  le  carré  se  compose  des  carrés  de 
deux  nombres  entiers  consécutifs  est  égal  à  la  somme 
des  carrés  de  trois  nombres  entiers  dont  deux,  au 
moins,  sont  consécutifs.  (G.) 

Les  solutions  eu  nombres  entiers  de  Téqualion 
(1)  X«=Y«-hZ« 

sont  données  par  les  formules 

où  a  et  i  représentent  des  nombres  entiers. 

Si  le$  nombres  Y,  Z  ont  une  différence  égale  à  l'unité, 

on  a 

a'i—  b^ — 'lab  =±1. 

I.  En  prenant  le  signe  -h-  devant  i,  il  vient 

(a-f-  bY~  2a*— I, 

c'est-A-dire  que  a  -f-  i  et  a  sont  une  solution  de  Téqua- 
tion 


(  33o  ) 

Posons 

x  =  a-h  b     et    y  =z  a; 

réquation  (  2  )  peut  être  inise  sous  la  forme 


Le  nombre est  entier,  puisque  .r  est  impair, 

On  a,  par  suite, 


(3) 


^={^y^{^-^^y+(^-yy  ('). 


n.  En  prenant  le  signe  — ,  la  relation 

a'  —  6'  —  ^ab  =dti 
donne 

et,  en  posant  a  —  4  =  a:  et  b  z=zj^ 

d'où 

(4)       X  =  (^j'+(^  +  ,)'+(x-t-7)«C)- 

Les  relations  (3)  et  (4)  démontrent  la  proposition. 

Note.  —  Autres  démonstrations  de  MM.  Fauquembergue,  C.  Cha- 
banel,  F.  Borletti. 

(*)  Ou,  en  remplaçant  x  et  y  par  leurs  valeurs  a  -f-  6  et  a, 
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Question  1425 

(Tolr  3*  série,  t.  I,  p.  480); 

Par  m.  N.  GOFFART. 

La  normale  en  M  à  une  parabole  rencontre  cette 
courbe  en  un  second  point  N  et  son  axe  en  P.  Par  le 
point  Q  milieu  de  MN,  on  mène  une  par^allèle  à  l'axe 
de  la  parabole,  et  du  point  M  on  abaisse  la  perpendi- 
culaire MR  sur  cette  droite  : 

I®  Démontrer  que  PR  est  perpendiculaire  à  MN^ 
a®  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  R  lorsque 
le  point  M  se  déplace  sur  la  parabole,      (CnAMBOif .) 

I®  La  parallèle  QH  à  Taxe  est  le  diamètre  conjugué  à 
la  direction  MN.  Donc  la  tangente  HJ  au  point  H, 
est  parallèle  à  MN,  et  la  normale  en  H  est  perpendicu- 
laire à  MN.  Qr  les  sous-normales  IK  et  LP  sont  égales  au 
paramètre  p.  Donc  les  triangles  rectangles  RLP  et  HTK 


sont  égaux*,  par  suite,  RP  est  parallèle  àHK5c'esl-à-dire 
perpendiculaire  à  MN. 

^^  Dans  le  triangle  rectangle  MPR,  on  a 

(i)  LP«=ML,LR. 

Or 

ML*  =  2/?.  AL. 
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Donc 

LP*=2/?.AL.LKS; 
cl  si  Ton  fait 

AL  =  x,    LR>  =  7«, 

on  aura  pour  V équation  du  lieu  du  point  R 

(2)  ^«=^. 

La  formule  (i)  montre  que  le  paramètre  de  la  para- 
bole est  moyen  proportionnel  entre  les  ordonnées  de  la 
parabole  et  du  lieu  [i)y  correspondantes  à  la  même 
abscisse. 

Note,  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Morct-Blanc; 
Lez;  Rénoy,  à  Bordeaux;  Choudadow,  à  Stawropol,  au  Caucase; 
Ch.  Laurans,  élève  au  lycée  de  Lyon;  A.  Percerou,  élève  au  lycée  de 
Besançon  ;  L.  Roussel,  élève  au  lycée  de  Lyon  ;  Giat  el  Berlhelet,  élèves 
au  lycée  de  Moulins;  Ch.  Robinel  el  U.  Génin,  élèves  au  lycée  de  Bar- 
le-Duc;  A.  Barés,  élève  au  lycée  de  Toulouse;  et  par  un  anonyme. 


Question  1434 

(Toir  a*  série,  t.  II,  p.  X44); 

Par  m.  giat, 

Élève  en  Mathénnaliques  spéciales  au  lycée  de  Moulins 
(classe  de  M.  Marchand). 

L'angle  de  deux  hyperboles  cquilatères,  concentri- 
ques, est  double  de  l'angle  de  leurs  asymptotes. 

(E.  Cesaro.) 

Soient  OA,  OB,  et  OA',  OB'  les  asymptotes  des  deux 
hyperboles;  P  un  de  leurs  points  d'intersection*,  PA, 
PA'  leurs  tangentes  en  ce  point,  qui  rencontrent  respec- 
tivement en  A  cl  A'  les  asymptotes  OA,  OA'  dont  l'angle 
A'OA  est  aigu  (*). 


(  '  )  Le  lertrur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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On  sait  que  le  segment  de  tangente,  compris  entre  les 
deux  asymptotes  d'une  hyperbole,  est  partagé  en  deux 
parties  égales  au  point  de  contact.  Les  hyperboles  consi- 
dérées étant  équilatères,  on  en  conclut  facilement  que 
PA  =  PO  =  PA'.  Il  en  résulte  que  les  trois  points  O,  A, 
A'  sont  sur  une  circonférence  dont  P  est  le  centre.  Or, 
dans  cette  circonférence,  l'angle  APA'  a  pour  mesure 
Tare  AA',  tandis  que  Tangle  inscrit  AOA'  a  pour  mesure 
la  moitié  de  cet  arc.  Donc 

APA' =  2  AOA'. 

C.    Q.    F.    D. 

Note.  —  M.  Berthelet,  élève  du  lycée  de  Moulins,  a  donné,  de 
même,  une  démonstration  géométrique  très  simple  de  la  proposition 
énoncée. 

La  même  question  a  été  résolue  au  moyen  de  calculs  par  MM.  E. 
Barisicn,  lieutenant  au  141*  d'infanterie,  en  Algérie;  A.  Goffart; 
C.  Whiteken,  élève  à  l'université  de  Pensylvanic,  à  Philadelphie;  et 
par  un  anonyme. 


QUESTIONS. 


1451.  Démontrer  que,  si  les  deux  racines  de  Téqua- 
tion 

sont  entières,  l'équation  indéterminée 

(A)  a73-+-A:=7*, 

dans  laquelle  on  a  pris 

A:=[(aH-i)3-(P-+-i)s]^, 

admet  toujours  une  solution  entière. 

Exemples. 
1"  Pour  a  =  a^, 
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d'où 

s  =  3a«,     A:  =  3a*(3a«=|i:2a-h3), 
Téquation  (A)  est  vérifiée  par 

a°  Pour  a=  a, 
d'où 
Les  équalions 


z'=y,     5''  =  — I. 


admettent  respectivement  les  solutions 

—  5»  4- 161  =  6*,    3»— 23  =  2«; 

—  5» -4- 189  =  8*,     33—  a7  =  o. 

3°  Pour  a  =  3a, 

p=±64, 
d'où 

5'=  9.^4,    z"  =  — 128; 
on  a  les  résultats 

—  19a' H-  7103  488  =  160',     160» — 4  059 136  =  192'; 
— 192' -h  7 160  832  =  288*,     1603—4091904  =64«, 

équivalant,  respectivement,  à 

—  48'-f-iio992  =  20*,     103—991  =  3*; 

—  483+111  888  =  36«,     io3— 999  =  1». 

Nota.  —  L'équation  en  z,  mise  sous  la  forme 

et  supposée  vérifiée  par  des  valeurs  entières  de  a,  j3,  z, 
constitue  par  elle-même  une  solution  entière  de  (A), 
pour  une  infinité  de  valeurs  de  k,  comprises  dans  l'expres- 
sion (3a —  z)z. 

Le  résultat  le  plus  simple  à  obtenir  par  cette  voie  con- 
siste dans  l'égalité  évidente 


(S.  Realis.) 
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1452.  L'expression 

8p  — 3(a«-h2a)-i-i 

se  réduisant  à  un  carré  pour  des  valeurs  entières  de  a  et 
^,  Téquation  indéterminée 

est  résoluble  en  nombres  entiers  x^j^  indépendamment 
de  la  solution  immédiate 

Exemples. 

Pour  a  =  o,  ^  =  I ,  valeurs  satisfaisant  à  la  condition 
indiquée,  l'équation  devient 

et  admet  les  solutions 

37  =  —  I,    y  =  o    et    ^  =  2,    y  =  3, 
en  outre  de  la  solution  immédiate 

x  =  Oy   7  =  1. 

Pour  a  =  —  2,  P  = j  Téqualion 

x^-^\^—^j   -+-8=72 

admet  les  solutions 

x=  —  a-t-i,  x  =  a-{-2f 

a« — a       .^                 rt'-4-3a 
r=— ^— -i-3,      y=—- -H  4, 

eu  outre  de  la  solution  immédiate 


X  =  —  2,    y  = 


(S.  Réalis.) 
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145o.     Le    Dombre  ^ j^ '- — ^  est   la 

somme  des  carrés  de  deux  nombres  entiers. 

(Catalan.) 

1454.  On  donne  une  sphère  et  un  point  dans  son  in- 
térieur ^  de  ce  point  on  mène  trois  cordes  telles  que  le 
pôle  du  plan  de  deux  quelconques  d'entre  elles  soit  sur 
la  troisième  :  la  somme  des  inverses  des  carrés  de  ces 
cordes  est  constante.  (Mannueim.) 

1455.  On  considère  deux  droites  rectangulaires  et  un 
cercle  tangent  à  ces  deux  droites;  le  lieu  des  foyers  des 
paraboles  tangentes  à  la  fois  aux  deux  droites  et  à  la  cir- 
conférence est  une  circonférence  tangente  aux  deux 
droites.  (Weil.) 

1436.  Soient  a,  a';  4,  é';  c,  (/  les  points  d'intersection 
d'une  conique  et  des  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle 
ABC  :  démontrer  que  les  six  droites  A  a,  Aa ,  Bft,  Bè', 
Ce,  Ce/  enveloppent  une  autre  conique. 

(H.  SCHROETER.) 

1457.  Une  hyperbole  est  tangente  aux  axes  d'une 
ellipse,  et  les  asymptotes  de  l'hyperbole  sont  tangentes 
à  l'ellipse^  prouver  que  le  centre  de  l'hyperbole  est  sur 
l'un  des.  diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse. 

(WOLSTEWHOLME.) 

1458.  Construire  une  parabole  tangente  à  une  circon- 
férence donnée,  connaissant  l'axe  et  le  paramètre  de  la 
parabole.  (A.) 

1459.  Le  cube  d'un  nombre  entier  autre  que  l'unité 
ne  peut  être  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  en- 
tiers consécutifs. 
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RELATIONS  ENTR8  LES  DISTANCES  DD  FOYER  D'UNE  GONIOIIB 
A  OUATRE  POINTS  OU  A  QUATRE  TAN6SNTES 

Par  m.  X.  ANTOMARI, 
Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


II.  —  Foyers  de  l'hyperbole. 

17.  Nous  avons  vu  (théorème  II)  que,  si  un  quadri- 
latère ABCD  est  inscrit  dans  une  hyperbole,  de  telle 
sorte  qu'il  y  ait  deux  points  sur  chaque  branche,  on  a 

la  relation 

AD-A,Dj=r.  AiDi-AsD„ 

A,  A{,  . .  •  ayant  la  même  signification  que  dans  le  cas 
de  l'ellipse. 

Si  le  quadrilatère  devient  un  parallélogramme,  on  a 

A  =  A|  =  Aj  =  As 
et,  par  suite, 

D  — D,  =  Dt-D3. 
Ainsi  : 

Théorème  XII.  —  Si  un  parallélogramme  est  in" 
scrit  dans  une  hyperbole,  la  différence  des  distances 
d'un  foyer  à  deux  sommets  opposés  est  égale  à  la  dif- 
férence des  distances  aux  deux  autres  sommets. 

Or,  si  un  parallélogramme  est  inscrit  dans  une  hyper- 
bole, les  diagonales  sont  des  diamètres.  De  là,  cet  autre 
énoncé  : 

La  différence  des  distances  d'un  foyer  aux  extré- 
mités d  un  diamètre  de  l'hyperbole  est  constante. 

(*)  Koi>  même  Tome,  p.  iqS. 

Jnn.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  If.  (Août  i883.)  ?.2 
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Disons  encore  que  celle  propriélé  esl  évidente  quand 
on  pari  de  la  définilion  géométrique  de  Thyperbole. 

Remarquons  maintenant  que,  si  F  est  un  foyer,  le 
point  F',  symétrique  par  rapport  au  centre,  est  aussi  un 
foyer.  Soient  alors  F  et  F'  ces  deux  foyers  et  MM'  un 
diamèlre  (fig»  9).  On  a 

FM'-FM  =  K, 
et,  par  suite, 

MF'-MF^=K. 

D'où: 

Théorème  XIII.  —  La  différence  des  distances  d'un 


'\     A' 


point  quelconque  de  V hyperbole  aux  deux  foyers  est 
constante. 

Partant  de  là,  on  pourra  raisonner  comme  pour  Tel- 
lîpse  et  prouver  : 

1  ®  Que  la  tangente  en  un  point  fait  des  angles  égaux 
as^cc  les  rayons  vecteurs  allant  des  foyers  au  point  de 
contact; 

7?  Que  les  foyers  doiv^ent  être  sur  l'un  des  axes,  car 
ils  doivent  être  sur  un  diamètre  normal  à  la  courbe. 

Ils  ne  peuvent,  d'ailleurs,  pas  êire  sur  Taxe  non 
transverse  :  ils  seront  donc  sur  l'axe  transverse. 

18.  On  peut  arriver  plus  directement  aux  mêmes  con- 
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cl  usions.  Soit,  en  effet,  (p  un  foyer  situé  sur  un  diamètre 

Fig.   10. 

.9 


quelconque  MM'  de  Thyperbole  {Jig>  lo),  et  soit  AA' 
Taxe  transverse. 

La  différence  des  distances  aux  extrémités  d'un  dia- 
mètre étant  constante,  on  doit  avoir 

MM'  =  ©M'—  ©M  =  o  A'—  q)  A. 
I  t  i  t 

Or,  dans  le  triangle  AcpA',  on  a 

.  AA'>(pA'— (pA, 
c'est-à-dire 

A  A'  >  MM', 

ce  qui  est  impossible,  puisque  AA'  est  le  diamètre  mini- 
mum :  donc  les  foyers  sont  sur  Taxe  transverse,  et  la  dit 
férence  constante  est  égale  à  cet  axe. 

Si  alors  la  longueur  de  Taxe  non  transverse  est  don 
née,  on  construira  les  foyers  par  le  procédé  ordinaire. 

19.  Supposons  que  l'on  donne  un  diamètre  quelconque 
en  grandeur  et  en  direction,  et  que  l'on  donne  aussi  la 
•grandeur  et  la  position  de  l'axe  transverse  :  il  est  facile 
de  construire  les  foyers. 

Désignons  par  2a  Taxe  transverse  et  par  MM'  le  dia- 
mètre )  F  étant  un  foyer,  on  aura 

FM  — FM'  =  :îrt; 
par  conséquent  l'hyperbole,  qui  a  pour  foyers  M  et  M' 


(  Mo  ) 

et  poar  longueur  de  l'axe  transverse  2 a,  passe  par  le 
point  F. 

Le  problème  précédent  est  alors  ramené  à  trouver  les 
points  de  rencontre  d'une  droite  avec  une  hyperbole, 
problème  que  l'on  sait  résoudre. 

Remarque,  —  On  traiterait  d'une  manière  analogue 
le  problème  correspondant  pour  Tellipse. 

III.  —  Foyer  de  là  parabole. 

âO.  Nous  avons  vu  précédemment  que  si  D^D^^Da 
sont  les  distances  de  trois  points  d'une  parabole  au  foyer, 
on  a  (  théorème  V  ) 

^(Ds-D,)(D3-D,) 

_4_è«(Di  — D,)(D, -D,)-4-c«(D,-Di)(D,-D3)=4S«, 

b^Cfd  désignant  les  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois 
points  et  S  la  surface  de  ce  triangle. 

Supposons  Df  =  D2*  La  relation  précédente  devient 

rfï(Ds  — D,)*  =  4S>    ou    2S==trf(D,  — D,). 

On  prendra  le  signe  H-  si  Ds  >  Dj,  le  signe  —  dans  le 

cas  contraire. 

Or,  si  Ton  désigne  par  h  la  hauteur  correspondant  au 

côté  d^  on  a 

aS  =  rfA 
et,  par  suite, 

A=±:(Ds~D,). 
Ainsi  : 

Théorème  XIV.  —  Si  deux  points  d'une  parabole 
sont  équidistants  du  foyer  et  si,  par  un  troisième  point 
quelconque,  on  mène  la  perpendiculaire  sur  la  droite 
qui  joint  les  deux  premiers,  cette  perpendiculaire  est 
égale  à  la  différence  des  distances  du  foyer  au  troi- 
sième point  et  à  l'un  des  deux  autres. 
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21 .  C'est  a  Taide  de  cette  propriété  que  nous  allons 
déterminer  le  foyer  de  la  parabole.  Démontrons  d'abord 
que  le  foyer  doit  être  sur  l'axe. 

Première  démonstration,  —  Supposons  que  le  foyer 
soit  un  point  quelconque  F|  {fig^  ii)pris  àTintérieur 


de  la  parabole  :  nous  avons  prouvé  qu'il  ne  peut  être  à 
l'extérieur. 

Soient  A  et  B  deux  points  équidistants  du  point  Ff . 
Menons  F|I  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  AB  :  cette 
perpendiculaire  rencontrera  la  parabole  en  deux  points 
C  et  C,  puisque  CC  n'est  pas  l'axe.  D'après  le  théo- 
rème XIV,  on  doit  avoir 

CI  =  CF,  —  AF„ 

ce  qui  est  impossible,  à  moins  que  le  point  C  ne  soit  à 
l'infini  et  alors  CC!  serait  l'axe,  et  le  foyer  sej*ait  sur 
l'axe. 

Deuxième  démonstration.  —  Soient  ¥^  le  foyer,  A 
et  B  deux  points  équidistants  de  Ff,  M  un  point  quel- 
conque de  la  parabole  et  MP  la  perpendiculaire  abais- 
sée de  ce  point  sur  AB  {Jig-  12).  On  devra  avoir 

MP  =  MFi— AF,. 
Pour  un  autre  point  quelconque  M',  on  devrait  avoir 


(  3f*  ) 

aussi 

M'F=M'Fi—AFi. 

En  retranchant  membre  à  membre,  il  vient 

MP— MP  =  M'F,  — MF,. 

Menons  MI  parallèle  à  A6  et  décrivons  Tare  MK  du 

Fiff.  la. 


point  Fi   comme  centre.  L'égalité  précédente  montre 

que 

M'I  =  M'K. 

Partant  de  là,  on  démontrera  par  le  procédé  ordinaire 
que  la  tangente  à  la  courbe  au  point  M  est  également 
inclinée  sur  MP  et  sur  MF| . 

Or  A  et  B  sont  deux  points  quelconques  équidistants 
de  F^  ;  pour  un  autre  couple  de  points  A'  et  B'  équidis- 
tants de  F|,  on  devra  avoir  la  même  relation  :  ce  qui 
exige  évidemment  que  AB  et  A'B'  soient  parallèles.  Mais 
alors  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur  AB  est 
un  axe  de  symétrie  et,  par  suite,  le  foyer  est  sur  l'axe. 

Il  nous  reste  à  déterminer  sa  position. 

22.  Soient  F  le  foyer  supposé  connu  et  AB  une  corde 
perpendiculaire  à  Taxe  {Jig'  i3). 

Prenons  un  point  quelconque  M  et  menons  MP  per- 
pendiculaire à  AB.  On  aura 

MP  =  MF  —  AF. 


(  •■m;<  ) 

Du  poiat  M  comme  centre  décrivons  la  circonférence 

Fig.   i3. 


de  rayon  MP  et  joignons  M  et  F.  On  aura  alors 

FN  =  AF. 

On  voit  facilement,  d'après  cela,  que  la  détermina-./ 
tion  du  foyer  est  ramenée  au  problème  suivant  : 

Décrire  une  circonférence  passant  par  deux  points 
donnés  h.  et  ^  et  tangente  à  une  circonférence  donnée. 

On  sait  que  ce  problème  se  ramène  lui-même  à  la  dé- 
termination du  point  I,  et  il  est  à  remarquer  que  la 
construction  donne  un  second  foyer  à  Tinfini,  puisque 
MP  est  parallèle  à  Taxe. 

Remarque,  —  Nous  n'avons  pas  parlé  de  la  détermi- 
nation des  directrices,  parce  que,  les  foyers  étant  déter- 
minés, les  directrices  s'en  déduisent  immédiatement. 

23.  En  dehors  de  la  détermination  des  foyers,  les  théo- 
rèmes I  et  11  peuvent  recevoir  d'autres  applications. 
Considérons,  par  exemple,  la  relation 

AD  — A,D,  H- AjDi  — A3D3  =  o. 
Désignons  par  0,  0|,  Oo,  O3  les  distances  respectives  des 
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quatre  points  à  la  directrice.  On  a 

D  =  K8,     D,  =  Ko„     D,  =  Koj,     D,  =  Ko,. 

En  remplaçant,  il  vient,  après  la  suppression  du  fac- 
teur K, 

A  0  —  Aj  81  -i-  Aj  81  —  Aj  83  =  0 
ou 

(i4)  A8-+-At8ji  =  A181 -^  A,8,. 

Remarquons  maintenant  que  les  quatre  points  consi- 
dérés ont  une  position  indépendante  à  l'égard  de  la  di- 
rectrice. Rien  dans  la  relation  (i4)  n'indique  que  les 
quatre  points  appartiennent  à  une  conique  ayant  pour 
directrice  la  droite  considérée.  En  d'autres  termes,  l'égal- 
lité  (  1 4)  ^  1Î6U  pour  un  quadrilatère  convexe  quelcozlque 
situé  du  même  côté  par  rapport  à  une  droite. 

Ainsi  : 

Théorèmb  XV.  —  Etant  donnés  un  quadrilatère  con- 
{fexe  plan  et  une  droite  située  dans  son  plan  et  ne  ren^ 
contrant  pas  sa  surface,  si  l'on  multiplie  la  distance 
de  chaque  sommet  à  la  droite  par  l'aire  du  triangle 
formé  par  les  trois  autres,  la  somme  des  produits  cor- 
respondant  à  deux  sommets  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  deux  autres. 

On  voit  sans  peine  quels  seraient  les  théorèmes  ana- 
logues dans  les  autres  cas. 

On  voit  aussi  sans  peine  comment  on  pourrait  com- 
prendre les  divers  énoncés  en  un  seul. 

24.  Enfin  on  peut  arriver  directement  aux  mêmes 
conclusions.  Considérons,  par  exemple,  le  quadrilatère 
convexe  ABCD  et  Taxe  XY  [fig^  i4)- 

Imaginons  que  Ton  applique  en  A  une  force  perpen- 
diculaire au  plan  du  quadrilatère  et  égale  à  Taire  du 
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triangle  BCD^  au  point  B  une  force  égale  à  Taire  du 
triangle  ACD,  etc.  Considérons  d'abord  les  forces  A|  et 


As  appliquées  en  A  et  C.  Le  théorème  des  moments, 
appliqué  à  ces  forces,  donne 

A  X  Aa-i- Af  X  Ce  =  (A-h  Aj)^, 

en  désignant  par  z  la  distance  à  XY  du  point  d'appli- 
cation de  la  résultante. 

Or  les  deux  triangles  BCD  et  A6D,  ayant  même  base, 
sont  entre  eux  comme  les  longueurs  CF  et  AF,  c'est- 
à-dire  que  l'on  aura 

A^       CF 

A,  ""  AF* 

Le  point  F  est  donc  le  point  d'application  de  la  résul- 
tante, et  z  =  Ff\  par  suite, 

A  X  Aa-h  A,  X  Ce  =  (Ah- Ai)F/. 
On  aurait  de  même 


d'oii 


ou 


Aj  X  Bô  -+-  A3  X  De/  =  (  A  4-  A,)F/; 
AxAa-+-AtxGc  =  A|XB6-+-A3xDrf. 


25.  Les  résultats  précédents  peuvent  être  formulés, 
d'une  manière  générale,  comme  il  suit  : 

TuÉOBÈME  WL  —  Soient  A*,  Aa,  . .  . ,  A„,  /z  points 
appoi'ienant  à  una  conique»  D| ,  D2,  D3,  .  . . ,  D,i  les  dis- 
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tances  respectii^es  au  foyer  ;  si  Von  a  la  relation  homo- 
gène /{H^^D^y  •  •  •  ï  D/ï)  =  o,  on  aura  aussi 

0|,  Sa,  . . . ,  o„  désignant  les  distances  respectives  de 
n  points  quelconques  d'un  plan  à  une  droite  quelconque 
de  ce  plan. 

Désignons  en  effet  par  8|,  O2,  . . . ,  0,,  les  distances  des 
n  points  considérés  à  la  directrice  correspondante.  On 
aura 

(i5)       /(D„D„  ...,D„)  =  KVCû„S„  ...,a«)=::o, 

p  désignant  le  degré  d'homogénéité. 

Or,  dans  cette  équation^  la  conique  n'intervient  que 
par  la  quantité  constante  K  qui  n'est  pas  nulle  et  qui 
disparaît.  On  a  donc,  pour  tout  système  de  n  points  et 
par  rapport  à  une  droite  quelconque  du  plan  des  n  points, 

La  réciproque  est  évidente. 

26.  Théorème  XVII.  —  Relation  entre  quatre  co- 
niques CIRCONSCRITES  A   UN  QUADRILATÈRE.     —    Lorsque 

quatre  coniques  sont  circonscrites  à  un  quadrilatère, 
il  y  a  une  relation  homogène  et  du  quatrième  degré 
entre  les  distances  de  quatre  foyers  aux  sommets  du 
quadrilatère. 

Soit  ABCD  Je  quadrilatère.  Nous  désignerons  les  som- 
mets par  (i),  (2),  (3),  (4)-  Soit  Q  une  conique  circon- 
scrite au  quadrilatère  et  dont  les  distances  d'un  foyer 
aux  sommets  sont  Xi^yt^  zi^  u/. 

Supposons  que  i  varie  de  o  à  3,  et  que  les  quatre  co- 
niques obtenues   soient  du  m^me  genre.   On   aura  les 


(  -M;  ) 


quatre  équations 


(i6) 


i  Aa?,— 
V  Aar, — 


(î7) 


Ax 

—  A,7  ■+-  \tz  - 

-  AsM    =  0, 

Ax,  —  Aij'i  -4- AîZ,  —  As  a,  =  o, 

Axf  —  Ai7j  -4-  As>3i  —  As  Mj  =  o, 

Aar,  --  A,73  -f-  Aj-Ss  —  Asiis  —  o. 

3n  de  A,  A| ,  A2,  A3  donne 

X     y      z      u 

Xi     7,      ^1       M, 

=  0. 

37,      7j       J5,       m, 

^i  yi    5j    W3 

C'est  la  relation  cherchée.  Elle  donne  le  lieu  géomé- 
trique'' des  foyers  des  coniques  circonscrites  à  un  qua- 
drilatère. La  recherche  de  ce  lieu  aurait  présenté  bien 
plus  de  difficultés  si  elle  avait  été  faite  autrement.  Nous 
nous  proposons  de  revenir  plus  tard  sur  cette  équation, 
s'il  y  a  lieu. 

En  particulier,  si  Tune  des  coniques  est  un  cercle,  par 
exemple  C3,  on  aura 

^3  =73  =  -53  =  W3, 

et  la  relation  (17)  devient 


(18) 


X 

y 

■4# 

U 

^1 

yi 

^1 

W, 

Xi 

yt 

^î 

>5î 

I 

I 

I 

I 

=  o. 


C'est  la  relation  (1)  dans  laquelle  les  coordonnées  des 
sommets  du  quadrilatère  ont  été  remplacées  par  les  dis- 
tances de  ces  sommets  aux  foyers  de  C|  et  de  Cj. 

{^4  suwre.) 
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DÊTERHIN4TI0N  HT  CONSTRl!GTIO:«  KOUVELLB  DU  CERCLE 
QUI  COUPE  TROIS  CERCLES  SOUS  TROIS  ikNGLES  DONHÉS 
ET  DE  LA  SPHteE  QUI  COUPE  QUATRE  SPHERES  SOUS  DIS 
ANGLES  DONNÉS  ; 

Par  m.  LAQUIÈRE. 


Dans  un  récent  article,  nous  avons  donné  deux  dé- 
monstrations d'un  théorème  permettant  de  construire  le 
cercle  qui  en  coupe  trois  autres  sous  trois  angles  respec- 
tivement égaux  à  trois  angles  diflférents  donnés,  aussi 
simplement  que  le  cercle  isogonal,  ou  que  le  cercle  tan- 
gent aux  trois. 

La  démonstration  qui  suit,  beaucoup  plus  simple,  met 
en  évidence  une  construction  nouvelle  beaucoup  plus 
simple  encore.  Elle  nous  a  fait  découvrir  un  beau  théo- 
rème de  Géométrie  à  trois  dimensions  qui  n'a  peut-éue 
pas  eucore  été  remarqué,  bien  qu'il  soit  d'une  extrême 
simplicité. 

Nous  donnons,  in  extenso,  la  démonstration  en  ques- 
tion, vu  son  peu  de  longueur. 

Soit  R  le  rayon  d'un  cercle  variable  F  coupant  sous 
deux  angles  respectifs  constants  ai  et  a^  deux  cercles 
fixes  C|,  Cs  de  rayons  /*«,  rs. 

Soient  de  plus 

X|  =  —  iTiCOsai,     Xj  =  — irtCOsXt 

les  cordes  interceptées  par  les  cercles  C|  et  c^  sur  les 
rayons  du  cercle  F  aboutissant  aux  points  d'intersection  ; 
les  distances  tangentielles  yi  et  Y2  du  centre  du  cercle  F 
aux  cercles  c^  et  c,  donneront  les  i*elations  simultanées 

YÎ=R«-r-RX„ 


(  -^49  ) 
d'où 

(I)  R»(Xi-X,)  =  XtYÎ-^iV;, 

et  de  mèine 

Éliminant  R, 

L'équation  (a)  exprime  que  le  lieu  du  centre  du  cercle 
variable  F  est  une  conique  V  ayant  un  double  contact 
avec  le  cercle  û 

(3)  4  =  ^ 

aux  points  d'intersection  des  deux  cercles  C| ,  C2  avec  les- 
quels il  a  même  axe  radical. 

L'équalion  (i)  exprime  de  son  côté  que  la  puissance 
du  centre  du  cercle  variable  F  par  rapport  au  cercle  û 
est  égale  à  R*,  et  par  suite  qu'il  lui  est  orthogonal  (*). 

Le  cercle  û  est  facile  à  construire,  puisqu'il  passe  par 
les  points  d'intersection  des  deux  cercles  Cf ,  C2  et  par  les 
points  des  tangentes  communes  dont  les  distances  aux 

points  de  contact  sont  dans  le  rapport  i/  y' 

L'équation  (3)  exprime  que  le  cercle  Û  partage  l'angle 
des  deux  cercles  C4  et  Cf,  de  manière  à  faire  avec  eux  deux 
angles  respectifs  CO4  et  (02  définis  par  la  relation 

sinwt        cosai 

(4)  —• = ? 

sinci)}        cosas 

comme  on  le  voit  immédiatement  en  prenant  par  rap- 


(*^)  Le  cercle  variable  T  a  donc  pour  enveloppe  les  deux  cercles 
passant  aux  points  d'intersection  de  Cf  et  c,.  anallagmatiquc  du  qua- 
trième ordre  à  deux  points  doubles. 
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port  aux  deux  cercles  Cf  et  c,  la  puissance  du  point  du 
cercle  û  infiniment  voisin  du  point  où  les  trois  cercles 
se  rencontrent. 

La  relation  indiquée  pour  les  cercles  subsiste  pour  les 
»  sphères  représentées  par  leurs  cercles  équateurs  du  plan 
des  trois  centres.  La  série  des  sphères  I  coupant  5|  et  $^ 
sous  les  angles  constants  ai  et  aj  est  donc  orthogonale  à 
la  sphère  fixe  (  3  )  qui  passe  par  leur  cercle  d'intersection 
et  les  coupe  sous  les  angles  définis  par  la  relation  (4)- 
Leur  centre  est  sur  une  surface  du  second  ordre  de  ré- 
volution autour  de  la  ligne  des  centres  des  sphères  s^  et 
^2  et  circonscrite  suivant  leur  ligne  d'intersection  à  la 
sphère  (3)  que  toutes  les  sphères  S  coupent  orthogona- 
lement. 

Soit  à  trouver  le  cercle  coupant  trois  cercles  donnés 
sous  trois  angles  donnés.  Les  remarques  ci-dessus  per- 
mettront de  le  déterminer  des  deux  manières  suivantes  : 

1°  En  le  considérant  comme  le  cercle  orthogonal  aux 
trois  cercles  Q!'\  Qf^  Ql'  obtenus,  ainsi  qu'il  vient  d'être  dit, 
avec  chaque  groupe  de  deux  cercles  c^,  c^j  Cz  accouplés; 

a^  Eu  déterminant  son  centre  comme  intersection  des 
deux  coniques  V  obtenues  dans  deux  de  ces  combi- 
naisons. 

De  même,  la  sphère  coupant  quatre  sphères  sous 
quatre  angles  donnés  se  déterminera  : 

i^  Comme  orthogonale  à  quatre  sphères  Û; 

2**  Comme  ayant  son  centre  à  l'intersection  de  trois 
surfaces  du  second  ordre  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent  deux  à  deux,  et  qui  se  coupent  par  suite 
suivant  des  courbes  planes  dans  des  plans  perpendicu- 
laires à  celui  qui  contient  les  deux  axes  de  révolution. 

Enveloppe  des  sphères  coupant  trois  sphères  Jixes 
sous  trois  angles  donnés  respectii^ement  constants,  — 


(  ^■'ï'  ) 

Diaprés  ce  qui  précède,  cette  enveloppe  est  la  cyclide 
ayant  pour  section  principale  les  deux  cercles  coupant 
les  trois  équateurs  du  plan  des  trois  centres  sous  les 
angles  donnés. 

Elles  sont,  enelïet,  orthogonales  au  cercle  d'intersec-* 
lion  des  trois  sphères  Q!^*^  Q',  Q,"  déterminées  comme  il  a 
été  dit  plus  haut,  et  leur  centre  décrit  la  conique  d'inter- 
section de  ce  plan  (perpendiculaire  au  plan  des  trois 
centres)  avec  les  surfaces  du  second  ordre  également 
déterminées,  toutes  courbes  planes  qui  se  croisent  aux 
deux  mêmes  points,  réels  ou  imaginaires,  points  coni- 
ques de  la  nappe  considérée. 

Les  angles  a^,  as,  as  et  leurs  trois  supplémentaires  dé- 
terminent les  deux  cercles  sections  principales  d'une 
même  nappe  qui  se  coupent  en  deux  points  sur  le  cercle 
orthogonal  aux  trois  équateurs,  second  couple  de  points 
coniques  de  la  cyclide  (un  couple  au  moins  est  imagi- 
naire). Leur  corde  détache  sur  les  lignes  des  centres  et 
à  partir  de  ceux-ci  des  segments  directement  proportion- 
nels aux  couples  de  longueurs  X| ,  )v2,  X3  se  rapportant  aux 
cercles  de  mêmes  indices,  ainsi  que  nous  l'avons  démontré 
dans  une  ]Note  antérieure. 

Si  l'on  remplace  successivement  un  seul  des  angles  a 
par  son  supplémentaire,  on  obtient  les  trois  autres 
couples  de  cercles  sections  principales  des  trois  autres 
nappes  de  la  cyclide. 

Scolie.  —  L'enveloppe  du  cercle  coupant  deux  cercles 
fixes  sous  deux  inclinaisons  constantes  se  compose  de 
deux  cercles  passant  par  les  points  d'intersection  des  deux 
cercles  donnés  (section  principale  d'une  cyclide  dont 
l'une  des  directrices  réduite  à  un  plan  est  orthogonale  à 
la  sphère  enveloppée). 

Observation.  —  Le  théorème  est  évident  par  la  trans- 
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formation  par  rayons  vecteurs  réciproques  du  lieu  par 
l'un  des  points  d'intersection  des  trois  sphères  fixes.  La 
transformée  de  la  sphère  variable  ayant  évidemment 
pour  centre  de  similitude  commun  de  toutes  ses  posi- 
^  tions  le  sommet  du  trièdre  dont  les  faces  sont  les  réci- 
proques des  trois  sphères  fixes,  Tenvcloppe  de  la  sphère 
variable  est  la  cyclide  réciproque  du  cône  de  révolution 
enveloppe  de  ses  transformées. 
Même  observation  pour  le  scolie. 

Remarque.  —  Le  scolie  donne  une  autre  manière  de 
construire  le  cercle  F  par  la  construction  immédiate  de 
six  cercles  auxquels  il  doit  être  tangent. 

Par  un  point  quelconque  ci>  tracer  un  cercle  et  ses 
rayons  0)^4,(0^2  respectivement  inclinés  de  a^  et  a^  sur 


les  tangentes  aux  cercles  c^  et  Cj  en  leur  point  M  d'in- 
tersection. Par  le  point  de  concours  m  des  parallèles 
respectives  a^  m^a^mk  ces  tangentes,  mener  les  tangentes 
mfi,  mt^  au  cercle  w.  Leurs  directions  seront  celles  des 
tangentes  en  M  aux  deux  cercles  tangents  à  la  série  des 
cercles  F,  tandis  que  mo>  sera  celle  de  leur  cercle  ortho- 
gonal U  et  de  la  conique  lieu  de  leurs  centres.  La  même 
construction  pour  chaque  couple  de  cercles  C|, 02,^5  dé- 
termine trois  cercles  orthogonaux  et  six  cercles  tangents 
au  cercle  cherché  F. 

Construction  analogue  pour  les  sphères. 
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THÉORÈME  DE  GfiOMÉTRIE^ 

Par  m.  GOFFART. 


Soient  F,  P  les  foyers  d'une  ellipse;  IF  une  tangente. 
Pour  déterminer  le  point  de  contact,  il  sufBt  de  prendre 
le  symétrique  cp  du  foyer  F  par  rapport  à  cette  tangente, 


puis  de  mener  la  droite  F'^  qui  coupe  II'  au  point 
cherché. 

Les  points  O  et  I  étant  les  milieux  de  FF'  et  de  F<p, 
on  a  OI  parallèle  à  KM.  Donc 

MH.HO  =  HI.HK. 

Or,  en  désignant  par  a  l'angle  HOF,  on  a 

FT— ©I       FT— FI 
IH  =  OF  sina,     HK  =  — il  =   — ^  =  FF'  cosa, 

'J.  2 

OU 

IH  =  csina,     HK  =  2ccosa, 
en  sorte  que 

(i)  MH.HO  =  c«sinaa. 

Si  donc  on  considère  toutes  les  ellipses  de  foyers  F  et  F', 
tangentes  à  toutes  les  droites  parallèles  à  II',  le  lieu  des 
points  de  contact  M  sera  défini  par  la  relation  (i).  Et  si 
Ton  prend  pour  axes  OM  et  une  perpendiculaire  à  OM, 

j4nn.  de  Ma  thémat  .,3^  série  y  t.  H.  (Août  i883.)  ?.3 
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on  reconnaît  immédiatement  que  cette  relation  caracté- 
rise l'hyperbole  équilatère.  Donc  : 

Le  lieu  des  points  de  contact  de  toutes  les  ellipses 
qui  ont  les  mêmes  foyers  av^ec  toutes  les  droites  paral- 
lèles à  une  direction  donnée  est  une  hyperbole  équila- 
tère concentrique  aux  ellipses,  gui  a  pour  asymptotes 
la  direction  donnée  et  la  direction  perpendiculaire,  et 
qui  passe  par  les  foyers  donnés. 


SUR  LA  GOKSTRUGTION  «UNE  COURBE  ALGÉBRIQUE 
AUTOUR  D'UN  DE  SES  POINTS^ 

Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


Dans  un  article  publié  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (t.  XIX  et  XX,  a* série),  j'ai  donné  la 
construction  d'une  courbe  algébrique  autour  d'un  de  ses 
points,  en  cherchant  les  expressions  approchées  des  ra- 
cines infiniment  petites,  qui  fournissent  les  coordonnées 
des  points  d'intersection  de  la  courbe  et  d'une  transver- 
sale passant  par  le  point  considéré.  Cette  méthode,  d'une 
application  très  facile,  offre,  dans  son  exposition,  quel- 
ques diflîcultés  lorsqu'on  veut  la  présenter  en  toute  ri- 
gueur. Je  nie  propose  d'exposer,  dans  ce  qui  suit,  une 
méthode  plus  simple  et  d'une  application  aussi  aisée 
que  la  première,  qui  repose,  non  plus  sur  la  recherche 
de  Tcxpression  des  racines  elles-mêmes,  mais  sur  celle 
de  certaines  fonctions  symétriques  des  racines. 

Je  supposerai  que  le  point  à  étudier  soit  à  l'origine  des 
coordonnées  lorsqu'il  se  trouve  à  distance  finie. 
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I. 

1.  Soit 

l'équation  de  ]a  courbe,  U^(jt:,^)  désignant  d'une  ma- 
nière générale  Tensemble  homogène  des  termes  de  degré 
\k  de  l'équation  proposée. 
Coupons  la  courbe  par  la  droite 

y  =  br 

issue  de  l'origine  '^  a  el  b  sont  les  coordonnées  du  point 
directeur  de  la  droite,  et  r  la  distance,  avec  son  signe, 
du  point  {Xyj)  k  l'origine. 

L'équation  qui  donne  les  rayons  recteurs  des  points 
d'intersection  de  la  transversale  avec  la  courbe  sera 

(2)  rUi(a,  6)-+-r»Us(a,  6)-h...-hr'«U;„(a,  ^>)  =  o. 

Cette  équation  est  satisfaite  d'une  manière  permanente 
par  r  =  o;  en  la  débarrassant  du  facteur  r,  il  vient 

(3)  Ui(a,  b)  -h  rVi(a,  b)-h...-^  r'»-iUm(«,  ^)  =  o. 

Lorsque  le  point  directeur  (a,  b)  viendra  se  placer  sur  la 
droite  Uj  (jc^y)  =  o,  une  nouvelle  racine  de  l'équation 
en  r  tendra  vers  zéro 5  et  si  U2(a,  b)  ne  s'annule  pas  en 
même  temps  que  U|  (a,  b),  c'est-à-dire  si  U2(^,j^)  n'est 
pas  divisible  par  \]^  ( x,  jr)^  une  seule  racine  tendra  vers 
zéro,  quelles  que  soient,  d'ailleurs,  les  valeurs  des  coef- 
ficients Um(«,  i),  U,„_i  («,  i),  ...  des  termes  de  degré 
le  plus  élevé.  Cette  racine  qui  tend  vers  zéro  engendre 
une  branche  de  courbe  tangente  à  la  droite  U|  (jr,j)^)  =  o, 
et  c'est  du  signe  de  cette  racine  que  dépend  la  position 
de  la  courbe  par  rapport  a  sa  tangente. 

Désignons  par  Tj,  r2^  /'s,   ..'. ,  rm-i   les  racines  de 
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Téquation  (3),  el  soit  /<  la  racine  qui  tend  vers  zéro.  On 
aura 

1^1^ ^  _J_  ^       ^t(a,  b) 

rx       rt  rm-i  Ui(a,6)' 

Le  signe  de  ri  est  évidemment  donné  par  le  signe  du  se- 
cond membre  lorsque  le  point  (a^b)  est  suffisamment 
voisin  de  la  droite  Uj(j:,  j^)  =  o;  car  tous  les  termes 

du  premier  membre  restent  finis,  et  le 


I      I 


''m-i 


seul  terme  —  augmente  indéfiniment.  Jx>rsque  le  point 

directeur  passe  d'un  côté  à  Tautredela  droite  Ui(a:,j^)=o, 
Ui(a,  &)  change  de  signe,  mais  li^la^b)  ne  changera 
pas  de  signe  si  le  point  (a,  b)  se  meut  dans  une  région 
angulaire  sufGsamment  petite  et  voisine  de  V^  (x,  ^)  =  o  ^ 
la  racine  /^  change  donc  de  signe  quand  U|  (a,  A)  passe 

Wg.  i. 


par  zéro.  Supposons  que  OA  soit  la  tangente  donnée  par 
Téquation U|(j:,j^)  =  o,  m  le  point  directeur  de  la  sé- 
cante :  si  les  coordonnées  du  point  m  rendent  —  ..*/   *  i.^ 

'  .  ^  U,(a,  A) 

positif,  le  point  M  de  la  courbe  correspondant  à  la  racine 
ri  se  trouvera  du  même  côté  que  m  par  rapport  à  rorî- 
gine,  caria  racine  Tj  sera  positive-,  si  le  point  directeur 
vient  en  m',  la  racine  /'i  sera  négative,  et  les  points  M' 
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et  m'  seront  de  part  et  d'autre  de  l'origine  :  la  courbe 
aura  la  disposition  MO  M' de  Isijig.  i . 
Si,  au  contraire,  les  coordonnées  du  point  m  rendaient 

—  r,*/    \l  néffatif,  la  courbe  serait  située  de  l'autre  côté 

de  la  tangente,  et,  comme  précédemment,  tout  entière 
du  même  côté  de  la  droite. 

2.  Supposons  maintenant  que  U2(^)jr)  ^^^^  divisible 
par  U|  (Xyj)^  et  soit 

L'équation  (3)  devient,  dans  ce  cas, 

(4)  U,  +  rU,V,-hr«U8-h...-hr'«-iU,„=o, 

en  posant,  pour  abréger. 

Quand  Ui  tendra  vers  zéro,  deux  des  racines  de  Téqua- 
tion  (4)  tendront  vers  zéro;  soient  r^  et  Tq  ces  racines, 
nous  aurons 

_  +  _+s.  =  -v., 

rtr^       \ri        r^j  U, 

en  désignant,  pour  abréger,  par  Si  la  somme 

S,  = 1 h-  •  -H > 

et  par  Sa  la  somme  des  produits  deux  à  deux  des  mêmes 

quantités 

I  1 

S,: 


^9  ^k  fm-t  ^m-1 


les  sommes  S|  et  S^  restent  finies  quand  Ui  passe  par 


zéro. 
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Les  formules  précédentes  peuvent  s'écrire 


(«) 


I 
n 


=  -(V,+  S,), 


-î-  =  îr  +  (V,+  s.)S,-s„ 


et  de  ces  deux  formules  on  déduit  la  suivante  : 

Tous  les  termes  qui  figurent  dans  le  second  membre  de 
cette  dernière  équation  restent  finis,  excepté  le  terme 

—  4ïf  >  <iui  augmente  indéfiniment  quand  U|  passe  par 

zéro,  si,  comme  nous  le  supposons,  Us  n'est  pas  divisible 
par  U|.  Le  signe  du  second  membre  est  donc  donné  par 

le  terme  —  4  rr  •  Ce  terme  change  de  signe  avec  Uj ,  et, 

Fig.  a. 


par  suite,  le  premier  membre  change  de  signe.  Les  ra- 
cines Ti  et  r2  sont  donc  réelles  quand  le  point  directeur 
est  du  côté   de   la   droite  U|(j:,j^)  =  o   pour    lequel 

—  4tA  est  positif,  et  elles  sont  imaginaires  de  l'autre. 

De  plus,  la  formule  (a)  nous  montre  que  ces  racine» 
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sont  de  signes  contraires;  car  —  et  —  augmentent  indé- 
finiment, et  leur  somme  reste  finie  ^  la  formule  (c)  indique 
par  le  signe  de  —  Tf  ^^  V^^^  côté  de  la  tangente  doit  se 

trouver  le  point  directeur  pour  que  les  racines  soient 
réelles  ;  elle  permet  donc,  dans  tous  les  cas,  de  construire 
la  courbe,  qui  présente  par  rapport  à  la  tangente  la  dis- 
position de  iàjig,  2;  le  point  est  d'inflexion. 

3.  Supposons  U|  identiquement  nul  et  U2  égal  à  un 
produit  de  deux  facteurs  réels  distincts, 

L'équation  (3)  prend  la  forme 

(5)  UV  -*-  rUj-h. .  .-h  r'«-»  U;„  =  o. 

Si  U3  n'est  divisibk  ni  par  U,  ni  par  V,  une  seule  des 
racines  de  l'équation  (  5  )  tendra  vers  zéro  lorsque  le  point 
directeur  franchira  la  droite  U(a:,j")  =  0  ou  la  droite 
V(a:,j)^)  =  o;  par  suite,  le  signe  de  la  racine  qui  tend 
vers  zéro  sera  encore  donné  par  l'équation 

ri        rj  r^-t  UV 

car  —  donne  son  signe  au  second  membre.  On  voit  aisé- 
ment que  l'origine  est  un  point  double  réel ,  les  branches 
de  courbe  qui  se  croisent  en  ce  point  sont  situées  d'un 
même  côté  de  leurs  tangentes  respectives,  comme  pour 

le  point  simple;  et  le  signe  de  la  quantité  —  |^  donne 

la  position  de  chacune  des  branches  par  rapport  à  sa  tan- 
gente lorsqu'on  y  substitue  successivement  les  coor- 
données d'un  point  directeur  voisin  de  chacune  des  deux 
tangentes. 
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Si  les  deux  facteurs  dans  lesquels  se  décompose  U2 
sont  imaginaires,  l'origine  est  un  point  isolé,  car  l'équa- 
tion (5)  n'a  pas  de  racines  réelles  voisines  de  zéro. 

4.  Si  les  deux  facteurs  de  U2  sont  égaux,  U^  sera  le 
carré  d'une  fonction  linéaire  U^  Téquation  aux  rayons 
vecteurs  prendra  alors  la  forme 


(6) 


U«-^  rUa-h  r«Uv-l-. .  .-h  r'»-«Um=  o. 


Si  U3  n'est  pas  divisible  par  U,  une  seule  racine  de 
Téquation  (6)  tendra  vers  zéro,  et  la  formule 


(«') 


I         I 

1 h' 


fm-t 


nous  montre  que  cette  racine  ne  change  pas  de  signe 
quand  U  passe  par  zéro,  c'est-à-dire  quand  le  point  di- 
rf^cteur  franchit  la  droite  \i[x,j)  =  o.  Le  signe  de  U» 
fournit  le  signe  permanent  de  cette  racine,  laquelle  en- 

Fîg.  3. 

y 


gendre  évidemment  les  branches  MOM'  de  la  courbe 
{fie'  ^}*  ^^  pourra  donc^  connaissant  le  signe  de  U3, 
déterminer  la  position  de  la  courbe. 

o.  Supposons  actuellement  U3(a,  5)  divisible  par  U, 
et  soit 

u,=  u.v„ 


(  s«'  ) 

1  équation  aux  rayons  vecteurs  prend  la  forme 

(7)  U«-4-  rUV,+  r«Uv  +  . .  .H-  r'»-«U;n=  o, 

OÙ  nous  supposerons  U4  non  divisible  par  U. 

Quand  U  tend  vers  zéro,  deux  racines  de  l'équation 
en  r  tendent  vers  zéro  \  soient  r^  et  r^  ces  racines,  on 
aura,  comme  précédemment,  les  formules 

La  formule  (ci  )  est  évidemment  de  la  forme 


( 


W  étant  la  somme 

W  =  --2V,Si+U(4Sj-3Sî). 
W  prend  donc  une  valeur  finie  quand  U  tend  vers  zéro. 
I"  Si  VJ  —  4U1  >  o,  la  fonction  (- —j  est  posi- 

Fig.  4. 


tive,  et,  par  suite,  les  racines  r,  et  rj  sont  réelles;  la 
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formule  (if)  nous  montre  que  les  deux  racines  /*|  el  r2 
sont  du  signe  de  U4.  Si  U4  est  positif,  les  deux  racines 
sont  de  même  signe  quand  le  point  directeur  est  de  part 
et  d'autre  de  la  droite  U  =  o;  la  formule  (^i)  nous 
donne  alors  le  signe  des  deux  racines. 

On  obtient,  dans  ce  cas,  une  disposition  analogue  à 
celle  de  ^àfig.  4?  et  Ton  saura,  dans  tous  les  cas,  si  les 
deux  branches  sont  toutes  deux  au-dessus  ou  toutes  deux 
au-dessous  de  la  tangente. 

Si  U4  est  négatif,  les  deux  racines  sont  de  signes  con- 

Fig.  5. 
y 


traires,  on  obtient  alors  une  disposition  de  la  courbe 
comme  celle  de  la  fig.  0 . 

2"  Si  V^  —  4 U4  <  o,  la  fonction  (^ ^j  est  néga- 
tive, les  racines  r,  et  r2  sont  imaginaires  conjuguées^  le 
point  O  est  un  point  de  rebroussement  isolé. 

3**  Si  Vj  —  4U4  =  o  lorsqu'on  substitue  dans  la  fonc- 
tion \l  —  4  U4  les  coordonnées  d'un  point  de  la  tangente 

U  =  o,  la  fonction  (~ —  )    aura  pour  valeur 

Q  étant  le  quotient  de  V^  —  4U»  par  U;  elle  change  de 
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signe  avec  U;  par  suite,  les  racines  r^r^  seront  réelles 
quand  le  point  directeur  est  d'un  côté  de  la  droite  U  =  o, 
elles  sont  imaginaires  de  l'autre. 


C'est  le  signe  du  terme 


2VîSi-hQ 
U 


qui  indique  de 


quel  côté  de  la  tangente  se  trouve  la  courbe. 

Vj  —  4U4  étant  égal  a  zéro  quand  on  y  substitue  les 

coordonnées  d'un  point  de  la  tangente,  U4  =  (  —  j  ;  par 

suite,  U4  est  toujours  positif,  et  les  racines  r^  et  r^  sont 
de  même  signe,  pour  des  points  suffisamment  voisins  de 

Fig.  6. 


la  tangente.  La  figure  affectée  par  la  courbe  est  alors 
celle  de  Isifig-  6. 

Pour  avoir  le  signe  de  —  2  V2S1  -H  Q,  il  suffit  de  re- 
marquer que  Si  est  la  somme 


I         I 

1 


''m-i 


Cette  somme  varie  peu  dans  le  voisinage  de  la  tangente, 
elle  ne  change  pas  de  signe  si  S  «  ne  s'annule  pas  au  mo- 
ment où  le  point  directeur  traverse  la  tangente^  ^ar 
suite,  Si  diffère  peu  de  la  somme  des  inverses  des  racines 
de  l'équation 

Si  diffère  donc  aussi  peu  que  Ton  veut  de  —  —  • 
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Tous  ces  résultats  sont  indépendants  du  nombre  des 
racines  de  Téquation  en  rqui,  en  même  temps,  pourraient 
devenir  infinies;  si  cela  arrive,  un  certain  nombre  de 
termes  des  sommes 


I 
— h 

I 

1 

4-.. 

•-f- 

1 

I 

> 

r\rt 

rm- 

-t^m- 

-1 

disparaissent,  et  rien  ne  sera  changé  dans  les  raisonne- 
ments. 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  l'étude  détaillée  des 
circonstances  que  présente  la  discussion  de  la  courbe, 
lorsque  plus  de  deux  racines  tendent  vers  zéro  à  la  fois; 
nous  nous  contenterons  d'indiquer  en  quelques  mots  la 
manière  dont  on  pourra  procéder,  dans  le  cas  plus  com- 
plexe où  trois  racines  tendent  vers  zéro. 

6,  Soient  toujours  Tj,  rj,  -..,  r^-M  l^s  racines  de 
l'équation  en  r  qui  sera  de  degré  m  —  i  dans  le  cas  que 
nous  allons  étudier;  soient  r^^r^^  r,  les  trois  racines  qui 
tendent  vers  zéro  ;  supposons  pour  fixer  les  idées  que 
l'équation  en  r  soit 

U,  +  rUi -4-  r« Us  -4- . . .  H-  r'»-»  Um  =  o, 

ot  que  Ton  ait 

U,=  V,U„     U3=V,U,. 

On  aura  les  relations 


I  1  1 

—  -h  .—       4 

r\  r,  r, 

1  I  I 


H =       Vî, 

I                                                        L'i 
— H = 1 
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Ces  équations  peuvent  s'écrire 

-       -h-    -+--!-     =-(v,  +  Si), 


n  '•t  '•s  Ui 

en  appelant  Sf  la  somme  des  racines  autres  que  Ti  ,  r^,  Ts, 
S3  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux,  et  S3  la 
somme  de  leurs  produits  trois  à  trois. 
Nous  formerons  de  même  la  fonction  des  racines 

Si  A^  o  les  trois  racines  /'i,  r^,  /'s  sont  réelles  comme 
Ton  sait,  et  si  A  <  o  une  seule  racine,  r^  est  réelle.  Il 
est  aisé  de  voir  que  A  est  de  la  forme 

U?  ' 

cette  quantité  est  essentiellement  négative  pour  de  petites 
valeurs  de  U<  ;  par  suite,  une  seule  racine  r,  de  l'équa- 
lion  est  réelle,  parmi  celles  qui  tendent  vers  zéro  ;  les 
deux  autres  sont  imaginaires  conjuguées,  le  produit  r^rs 
est  donc  positif,  et,  par  conséquent,  le  signe  de  la  troi- 
sième racine  est  donné  par  le  signe  de  —  yr  •  Cette  ra- 
cine change  donc  de  signe  avec  Uf .  On  obtient  une  seule 
branche  de  courbe  analogue  à  celle  de  laj^g:.   1 . 
On  discuterait  aussi  aisément  les  cas  où  : 
I*»  U2  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire  U,  U<  étant 
identiquement  nulle,  et  U3  divisible  par  U,  ainsi  que  U4  •, 
2®  Uj  et  U2  étant  identiquement  nuls,  U3  est  le  cube 
d'une  fonction  linéaire  U,  et  U4  divisible  par  U,  ainsi 
que  Us . 
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Le  cas  où  quatre  racines  de  rëquation  en  /'  tendraient 
vers  zéro  est  un  peu  plus  complexe^  on  voit  toutefois 
que  le  problème  n'est  autre  que  celui  de  chercher  les 
conditions  de  réalité  de  deux  ou  quatre  racines  d'une 
équation  du  quatrième  degré,  et  qu'on  peut  introduire, 
dans  la  solution,  de  notables  simplifications  en  ne  con- 
servant dans  les  expressions  que  les  termes  qui  influent 
réellement  sur  leurs  signes. 

7.  Nous  allons  terminer  cet  exposé  par  une  remarque 
importante. 

Si,  au  lieu  de  considérer  une  équation  de  degré  m  qui 
représente  une  courbe  ayant  à  l'origine  un  point  simple 
ou  double,  on  avait  considéré  une  équation  représentant 
une  courbe  ayant  à  l'origine  un  point  multiple  d'ordre 
^,  la  théorie  eût  été  la  même.  Car  soit 

Up(a,  b)  -t-  r\}p^x{a,  b)  -\- .,.-{-  r'^-PlJ m{^ y  b)  =  o, 

l'équation  en  r  qui  convient  à  ce  cas. 

Le  polynôme  U;»(j:,j)  est  décomposable  en  p  facteurs 
de  la  forme  ^x  —  olj-  réels  ou  imaginaires,  simples  ou 
multiples.  Considérons  un  facteur  simple  de  U^,  (x^j)^ 
il  fournira  dans  U^(a,  b)  un  facteur  linéaire  correspon- 
dant en  a  et  b.  Soient 

et,  pour  abréger, 

lJp(a,b)  =  V\p..i. 

L'équation  en  /•  sera 

UV;;-,  -h  rVp+i  -f- . . .  H-  r'«-/'  \J„t  =  o. 

Si  U;,^_|  {x^j)  n'est  pas  divisible  par  U(x,j^),  le  rai- 
sonnement que  nous  avons  fait,  dans  le  cas  d'un  point 
simple  ordinaire  à  Torigine,  nous  montre  que  la  droite 
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U==o  du  faisceau  l]p[x^j)  =  o  est  tangente  à  une 
branche  ordinaire  de  courbe,  située  tout  entière  d'un 
même  côté  de  sa  tangente.  Toutes  les  racines  simples  de 
l'équation  \Jp[xn^)  =  o  donnent  lieu  à  la  même  dis- 
cussion; si  elles  sont  toutes  simples,  on  pourra  donc 
dire  que  le  point  multiple  d'ordre  p  résulte  de  la  super- 
position de  p  points  simples. 

Si  le  polynôme  l]p{x^j)  admet  un  facteur  double, 
Téquation  en  r  prendra  la  forme 

et  la  droite  U  =  o  sera  une  tangente  de  rebroussement  ; 
on  construira  les  branches  tangentes  à  la  droite  U  =  o, 
comme  nous  Tavons  fait,  dans  le  cas  où  Torigine  est  un 
point  double. 

Il  est  inutile  de  pousser  plus  loin  cette  analyse,  ce 
que  nous  avons  dit  précédemment  suffit  pour  montrer 
comment  on  opérerait  dans  des  cas  plus  complexes. 

8.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  coupé  la  courbe 
par  la  droite 

r  =  6r, 

et  nous  avons  étudié  Téquation  en  r  qui  donne  les  rayons 
vecteurs  menés  de  l'origine  au  point  de  rencontre  de  la 
droite  et  de  la  courbe.  Cette  méthode  n'offre  aucune 
difficulté  pratique;  mais  on  peut  aussi,  au  lieu  de  cela, 
prendre  l'équation  de  la  transversale  sous  la  forme 

et  éliminer  j  entre  cette  équation  et  celle  de  la  courbe  ; 
on  obtient  alors  l'équation 
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Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  donne  par 

Ui(i,X)  =  o, 

et  Ton  opérera  sur  cette  équation  en  x  et  X,  comme  nous 
l'avons  fait  sur  Féquation  en  r,  a  et  &. 
Ce  seront  les  fonctions  symétriques 

« 

I         I  I 

h" 


Xx  Xt  Xm-\ 

I  I 


qui  nous  permettront  de  faire  la  discussion  et  de  con- 
struire la  courbe  dans  chaque  cas  particulier. 

9.  Si  le  point  à  étudier  n'est  pas  k  l'origine,  mais  en 
un  point  (a,  ê)  du  plan,  il  faudra  considérer  l'équation 

et,  comme  F(a,  6)  =  o  par  hypothèse,  l'équation  précé- 
dente a  la  forme 

qui  est  de  même  forme  que  celle  que  nous  avons  discutée. 
Nous  allons  passer  maintenant  au  cas  où  le  point  con- 
sidéré est  à  l'infini,  c'est-à-dire  étudier  la  courbe  autour 
de  ses  asymptotes. 


DISTANCES   DU   CENTRE  DE  GRAYITfi  AUX  POINTS 
REMARQUABLES  DU  TRIANGLE  ; 

Par  m.  Georges  DOSTOR. 


1.  Nous  désignerons  par  A,  B,  C  les  trois  sommets 
d'un  triangle  et  par  a,  i,  c  les  longueurs  des  côtés  res- 
pectivement opposés  à  ces  sommets. 
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Représentons  par  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit; 
par  r,  /'',  r'',  /■"'  les  rayons  des  cercles,  dont  le  premier 
est  inscrit  et  les  autres  exinscrits  au  triangle. 

Supposons  que  la  lettre  G  soit  mise  au  centre  de  gra- 
vité du  triangle  et  la  lettre  O  au  centre  du  cercle  circon- 
scrit. Portons  les  lettres  I,  T,  F,  F'  aux  centres  des 
cercles,  Tun  inscrit  et  les  autres  exinscrits.  EnGn  plaçons 
la  lettre  H  au  point  de  concours  des  hauteurs. 

2.  Les  distances  du  centre  de  gravité  G  aux  trois 
sommets  A,  B,  C  ont  pour  carrés  respectifs,  comme  l'on 
sait,  les  expressions 


9 
»       I 


qui  donnent 


GB   =  -(2c«H-2aî  — 6»), 
9 

Gg'=  i(2a'-h26î— cî), 
9 


GA'-f-GB'-+-Gc'=  i(a«-f-6«-i-c*). 


3.  La  distance  du  centre  de  gras/ità  G  au  centre  O  du 
cercle  circonscrit  est  donnée  par 

GÔ*  =  4R«  —  i(a«  4-  6> -h  c«). 

9 

On  en  déduit  de  suite  la  distance  du  centre  de  gra\^itè 
G  au  point  de  concours  H  des  hauteurs,  dont  le  carré 
est  ainsi 

9 

4.  Enfin  on  trouve  facilement  que  le  carré  de  la  droite 
qui  joint  le  centre  de  gravité  G  au  centre  I  du  cercle 

Ann,  tie  Mat/tétnat.,  S*"  série,  t.  II.  (Août  i  883.  )  ^4 


(  S7<'  ) 
inscrit  a  pour  valeur 

GÎ*=  \{bc-^ca-^ab)—  i  (a« -h  6* -h  c«)  — 4Rr. 

3  9 

.Dans  cette  expression,  il  suffira  de  changer  le  signe  de 
a  et  de  remplacer  r  par  —  r ,  pour  avoir  la  distance  qui 
correspond  au  centre  du  cercle  exinscrit,  opposé  à 
Tangle  A. 

On  trouve  ainsi  que 


GI'    =  ^(bc  —ca  ^ab) (  «2 -h  6« -4- c«  ) -4- i  Rr', 

3  9 

ÔP*  =l.(ca  —  ab—  ^^c)  — i(a*-4-ô«-4-c«)-^4Rr', 
3  9 

or"  =  l{ab—  bc—  ca)---  i(a« -+- ô« -+- c»)  ^- 4  R/'*". 
-»  9 


Ces  quatre  dernières  égalités  donnent 


4 


GI  -hGF  -4-Gr  -hGr  =  4 R(r'-f- r'-î-r'"—r)—^(rt« -+-/>» -l-r«) 

9 

=  i2R2  +  .iGC)V 

5.  Toutes  ces  formules  peuvent  s'obtenir  directement 
par  la  Géométrie  pure  ^  on  peut  aussi  les  calculer  au 
moyen  de  la  Trigonométrie. 


PROPOSITIONS  DE  M.  S.  RÉALIS. 


I.  L'équation 

x^  —  i^^x^  -f-  4a^a7-H  a*-l-  P*  =  o, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  ^  un  entier 
durèrent  de  zéro  et  de  ±  /\y?^  n'a  pas  de  racine  entière. 
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II.  L'équation 

x^  —  aa'j:*  -i-  4  a?  ^r -f-  a*  —  a^*  =  o, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  ^  un  entier 
différent  de  zéro  et  de  zt  aa^,  n'a  pas  de  racine  entière, 

m.  L'équation 

a:*  -h  (5a«  -4-  43  )x^  -^  2a(2a«  -f-  p)a:  -+-  a*  —  p«  =  o, 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque,  et  p  un  entier 
différent  de  dz  a^  et  de  Sa^,  n'a  pas  de  racine  entière. 

IV.  L'équation 

dans  laquelle  a  est  un  entier  quelconque  et  ^  un  entier 
différent  de  ±  a^,  n'a  pas  de  racine  entière. 

V.  L'équation 

où  a  et  jii   sont  des  entiers  de   même  parité,    p  étant 
différent  de  =i=  a^,  n'a  pas  de  racine  entière. 

CORRESPONDAKCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  A/.  d'Ocagne. 

Je  ferai  remarquer  que  de  la  construction  du  centre 
de  courbure  de  l'ellipse,  donnée  dans  le  numéro  de  mai 
(p,  a38)  par  M.  Genty,  on  peut  très  facilement  déduire 
la  construction  due  à  M.  Mannheim.  A  cet  effet,  com- 
plétons la  figure  de  la  page  a38,  en  tirant  O^  et,  si  cette 
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droite  coupe  /C  au  point  i,  en  joignant  ce  point  au 
point  n. 

Dans  le  triangle  oc/s^  qa  et  sa  sont  des  hauteurs^  donc 
oa  est  perpendiculaire  à  qs  et  par  suite  à  tn\  dès  lors,-' 
dans  le  triangle  otn^  oa  el  tC  étant  des  hauteurs,  ni  est 
perpendiculaire  à  of,  et  par  suite  à  an\  d'où  la  con- 
struction de  M.  Mannheim  : 

jEJleuer  à  an  la  perpendiculaire  ni  jusqu'à  sa  ren- 
contre awec  le  diamètre  oa  et  abaisser  du  point  i  la  per^ 
pendiculaire  iC  sur  l'axe  os. 


80Ll]TI0:iiS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1281 

(  Toir  a*  sérl*.  t.  XVI1«  p.  314): 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

L'équation 

va 

n'admet  pas  d* autre  solution,  en  nombres  entiers,  que 

celle  qui  correspond  aux  valeurs  x  =y  =  o. 

(De  Jonquières.) 
Si  Ton  pose 


•X 


(9.+  v/3)'-'-(a-v/3)' 

3 


u 


i 
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on  a 

identiquement 

(0 

t*      3iv«-i, 

(») 

a*  —  2  p>  _-  —  I , 

et  l'équation  proposée  devient 

(3)  t  =  iv. 

De  ce  système  de  trois  équations  on  déduit  facilement 
le  suivant  : 

(4)  a'  -f-i  =  2P*, 

(5)  îa2-f-i=:  3(v«. 

Or,M. Gerono  a  démontré  (a*  série,  t.  XVII,  p.  382) 
que  ces  deux  dernières  équations  simultanées  ne  peuvent 
être  véri6ées  que  par  11  =  1/  =  w  =  i  ;  d'où  ^  =  2. 

Donc  il  en  résulte 

(2  +  /3)*'^»  =  2-Hv/3", 


cl*où 


équation  qui  évidemment   ne   peut  être  satisfaite,   eu 
nombres  entiers,  que  par  a:  =  o. 
De  même 

(l  +  V^)''*' -  (i  - /i)''-^ '  = -Và, 
d'où 

et  enfin  j>  =  o. 
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Question  1420 

(voir  3*  série,  t.  I,  p.  4-^z^: 

Far  m.  REBUFFEL, 

Professeur  au  lycée  d'Angers. 

ïrouver  la  valeur  des  intégrales 

dans  lesquelles  R  désigne  le  poljnôme 

nx^-^-r-  (n  —  i)a:»-*-f-(/i  — 2)^'*-3-f-. .  .-^  ix  -r-i> 

(S.  Réalis.) 
I.  On  sait  que 

^  = (J^rT)î ' 

par  conséquent 

x"-^  dx        r         x""^  (x  —  i)  dx 


/x"-^  dr  _    r 


a7«-^ï  —  {n  -f-  i)â?»-h  I 

Posons 

fix't-^^  —  {n-}-j)x'^-^i=y, 
cVoù 

/i  (  n  -h  i)(a:»  —  X'*-*  )dx  =  dy, 

l'intégrale  devient 

n{n-\-ï)J   JZ       n{n-hi)      /i(/i-hi) 

JI.  On  peut  écrire  la  deuxième  intégrale 

r  x»-i  dx 

J  x"[nx  —  {n-^-i)]\/R 

(x  —  i)x"-^  dx 

)]  v^J*"  \nx  —  ( /*  —  I ; I  -    I  ' 


/  [X  ■ 

J    .r^\  nx  —  in    ;•  i 


(  h^  ) 

et,  en  posant 
d'où 


elle  devient 


I  r      dy jA iA 


V  — I 


/r 


Ao/e.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Piuma  (Charles- 
Marie),  à  Gènes;  Chabanel  (Charles)  et  H.-6.-D.,  professeur  de 
Mathématiques  à  Rome. 


Question  1423 

(Toir  .l'série,  1. 1,  p.  479); 

Par  m.  N.  GOFFART. 

On  donne  une  conique  fixe  et  deux  points  A  et  A' 
situés  sur  une  même  tangente  à  cette  courbe. 

Par  le  point  A'  on  mène  une  seconde  tangente  qui 
touche  la  conique  en  d.  On  mène  la  droite  Kd  qui  ren- 
contre de  nouveau  la  conique  au  point  e,  la  droite  k' e 
qui  coupe  la  conique  au  point  f  et  enfin  la  droite  Kf 
rencontrant  de  nouveau  la  conique  au  point  g. 

Démontrer  que  la  tangente  à  la  conique  au  point  g 
et  la  droite  ^  ef  se  coupent  en  un  point  de  la  seconde 
tangente  menée  du  point  A  à  la  courbe,       (Genty.) 

Soient  /t  (*)  le  point  de  contact  de  A  A'  et  i  le  point 
d'intersection  de  A'e  et  gd  :  la  droite  lii  est  la  polaire  de 
A  (-);  elle  rencontre  la  conique  en  met  la  tangente  A!d 


(*)  Le  lecteur  est  prié  défaire  la  figure. 

(*)  Parce  que  la  polaire  de  A  passe  parle  point  d'intersection,  i. 
des  diagonales  ef,  dg  du  quadrilatère  inscrit  dfge  dont  les  côtés  op- 
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en  B.  Or,  d  étant  le  pôle  de  Â^r/B,  il  eu  résulte  que  Kd 
est  la  polaire  de  B,  et  que  par  suite  Be  est  tangente  en  e 
à  la  conique. 

Appliquons  le  théorème  de  Pascal  au  triangle  den. 

Les  tangentes  Be,  A  A',  A'B  rencontrent  respectivement 
les  côtés  Arf,  rfe,  eh  aux  points  P,  A,  C  qui  sont  en  ligne 
droite. 

Or  e  est  le  pôle  de  BeP,  A'  celui  de  lid  :  donc  Mfe 
est  la  polaire  du  point  P.  Cette  polaire  rencontre  gd  en  i 
ainsi  que  hm  :  donc  grn  passe  au  point  P. 

Donc  les  trois  pôles  P,  g",  m  étant  en  ligne  droite, 
leurs  polaires  h!ef^  g^R  tangente  en  g^  et  Km  tangente 
en  m  se  coupent  au  mètne  point.  c.  q.  f.  d. 

Note.  —  Autres  solutions  analytiques  de  MM.  Moret-Blanc,  Gh. 
Robinet  el  (J.  Génin,  élèves  au  Lycée  de  Bar-Ie-Duc;  Romant,  élève 
au  Lycée  de  Lyon;  Bcrthelet,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 


Question  1424 

(  Toir  3*  série,  t.  I.  p.  tBo); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

On  donne  un  ellipsoïde  et  un  point  A,  on  mène  par 
ce  point  une  sécante  x^ariable  D;  soit  D|  la  droite  con^ 
juguéede  D  par  rapport  à  l' ellipsoïde.  Trouver  le  lien 
de  la  projection  M  du  point  A  sur  la  droite  Dj . 

(Barbarin.) 


posés  de, /g  se  coupent  en  A.  La  droite  lli  prolongée  rencontre  la 
conique  au  poinl  m  de  contact  de  ia  seconde  tangente  m  A  menée 
de  A. 

De  môine,  la  polaire  du  point  P  de  rencontre  des  droites  mg,  dit 
passe  par  le  point  /intersection  des  diagonales  gd,  hm  du  quadrila- 
tère inscrit  mghd\  donc  A' e/ est  la  polaire  du  point  P;  et  par  con- 
séquent les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  m,  g  se  coupent  en  uo 
point  de  A'e/.  C>«1  ce  qu'il  fallait  démontrer.  (G.) 
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x^        y*        z* 
a*       o*        c* 

équation  de  rellipsoïde. 

Soient  j?oî  J^'oî  ^o  'es  coordonnées  du  point  A;  X|,  j^o 
2i  celles  d'un  autre  point  B  de  la  droite  D. 

La  droite  D|  sera  l'intersection  des  plans  polaires  des 
points  A  et  B^  elle  aura  pour  équations 

^'^  a^    ^   b^    ^   c^        '"''' 

/  X  ^^1     yyi     ^^i 

Les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  sont  proportion- 
nels à 

62  c»        '  c«a»        '  a«6»        ' 

l'équation  du  plan  mené  par  le  point  A  perpendiculaire- 
ment k  D|  est  donc 

(3) 

-^ ^i^^ Cr-Jo)-+- ^^, (^-Zo)-o. 

On  obtiendrait  l'équation  du  lieu  du  point  M  en  éli- 
minant Xj,^^,  Zj  entre  ces  trois  équations;  mais  inéqua- 
tion (  I  ),  ne  renfermant  pas  ces  variables,  est  celle  du  lieu 
demandé  qui  est  le  plan  polaire  du  point  A. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  car  la  droite  D  tournant 
autour  du  point  A,  sa  conjuguée  D|  se  meut  dans  le  plan 
polaire  de  ce  point  et  peut  y  prendre  toutes  les  posi- 
tions; un  point  quelconque  M  du  plan  est  donc  la  pro- 
jection du  point  A  sur  une  des  droites  D| . 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M*  GofTart. 


(  378  ) 


Question  1427 

(voir  3*  série,  t.  I,  p.  ;>a7)  ; 

r»AR  M.  Charles  CHABANEL. 


Trouver  la  valeur  de  l'intégrale 


f 


(x  —  I  )'"  37'»  dx 


ow  /'o/2  a  /70^tf,  /;o/ir  abréger, 

( A-  -  0(  A- -h  2  )f /: -T- 3). .  .(A -H  2/n -A- 1) 


Pa  = 


1 .2.3. .  .(am  -Hi) 

(S.  Réalis.) 


Désignons  parR  le  polynôme  compris  sous  le  signe  du 
radical.  Le  produit  de  R  par  i.  2.3  . . .  (2m -h  i)  est 
identique  à  la  dérivée  de  Tordre  2  m  -4-  i  de 

X  —  I 

en  posant 

j'/i-+-Jm-4-2 I 

'  X  —  1 

l'intégrale  proposée  devient  donc 

/■ /*(  ^  —  1  )"»  xf*  dx 

S  =  /  I  .  !i  .  3  .  .  .  ('2  m  —  I  )      I    -: ■  

I         /rf*"»-^'  (p 

Soit 
nous  aurons,  en  difTérentiant  cette  équation, 


.;j  dy  =:  (  .r  —  I  )2/n+l     (^  _  ,  ) 


-4-  (  2  m  H-  'i  )  —7— \ 


^/^, 


(  379  ) 
puis,  en  divisant  le  premier  membre  parj^  et  le  second 

De 
on  déduit  successivement 

<>—  ")^-^  -+-3  --^  =  (n-+-  a//i)(n-f-  2»i  4-i)(/i -f- 2/7H- 2)^«-^*'«-^ 

**• .• y 

Donc 

(  oc  —  I V"  oc^  djc 

2.dy  =  (n  4-  i)('i-f-  2). .  .(/i-h  2m  -f-  2)^ ^ 

/d^m-^\  y 

et 

v:  _  2JK  \/l  .2.3.  .  .(2mH-  ij 

""   (/l-f-l)(/H-2)...(/l-4-2m-4-2) 

Remplaçant  j^  par  sa  valeur 

011  a 

(  n -^  I) (  /i  -t-  2 ) . , .  ( /i -h  2 m  -i-  2 )  ^ 


(  38o  ) 

Remarque,  —  Si  Ton  fait  m  =  o  et  si  Ton  remplace  n 
par  n  —  i ,  ou  a 

R  ~  /ta7«-»-+-(/i  —  i)jr«-î-    (n  — 2)a?'*-'-h. .  .-4-  aar-hi 
et 


/R  w(/H-i) 


Note,—  Solution  analogue  de  M.  Charles-Marie  Piuma,  à  Gènes. 


Question  1428 

(  To(r  3*  térie,  1. 1,  p.  &as  ),* 

Par  m.  Ernest  CÉSARO. 

Si  l'on  considère  les  solutions  entières  [non  négatives) 
de  chacune  des  équations 

j;  H- 2^  =  71—1,     '^x  -h^y  =  n  —  3,     3ar-h4j'  =  n — 5,   ..., 

le  nombre  total  de  ces  solutions  égale  l'excès  de  n  -h  ^  ! 

sur  le  nombre  des  diviseurs  de  (/i  -4-  a). 

(Catalaw.) 

La  ^'*""«  des  équations  proposées  est 

px-h(p-hi)y  =  n  —  (^p  —  i). 

Il  est  visible  qu'on  y  satisfait  en  prenant  x  =  —  (/i  -f-  3  ), 
j=:n-\-  I .  Eu  conséquence,  les  solutions  entières  de 
cette  équation  sont  données  par  les  formules 

V  =  /l  -f-  I  ~ptf 

où  t  est  un  entier  quelconque. 

Pour  que  x  vty  ne  soient  pas  négatifs,  il  faut  attribuer 
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à  t  des  valeurs  telles  qu'on  ait 


p-hi 
ou  bien 


[Z]  désignant  le  plus   grand  nombre  entier  contenu 
dans  Z. 

Le  nombre  des  solutions  entières ^  non  négatwesy  de 
l'équation  considérée,  est  donc 

"-  [^]  -  [m- 

Cela  posé,  il  est  clair  que     1  — égale  i , 

ou  o,  suivant  que  /?  +  i  divise  ou  ne  divise  pas  /i  +  2. 
Consëquemment  on  a 

si  p  -h  I  divise  /i  -h  2,  et 


^'-['y'h  [rA 


lorsque  ;;  4-  i  ne  divise  pas  /i  +  2. 

Si  0(Z)  désigne  le  nombre  des  diviseurs  de  Z,  on 
obtient  par  addition 

N, -f-  N5-1-N3-H... 
=  r'L±il  _[e(n-+-a)~i]  =  /i-+-2  — e(/i-4-a)(>). 

Note.  — Va  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Chabanel  etGolTart. 

(')  Si  px  -^  (j)  -\-  i)y  =  n  —  (2p  —  î)  représente  la  dernière  des 
équations 

x-i-iy^n-i,    2j:  4- 3y  =  rt  —  3,    Za: -h  i\y  ^- n  —  5f     ..., 
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QUESTIONS. 


i460.  Soîeiîl  G  le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre 
ABCD;  0|,  O2,  O3,  O4  les  centres  des  sphères  circon- 
scrites aux  tétraèdres  GBCD,  GACD,  GABD,  G  ABC  res- 
pectivement. Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  0|  O2O3O4 
est  le  centre  de  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  donné. 

Même  théorème  pour  le  triangle  et  les  cercles  cir- 
conscrits. (Ge»ty). 

i-461.  Par  un  des  points  d'intersection   A  de  deux 

dont  on  considère  les  solutions  entières,  non  négatives,  p  est  néces- 
sairement le  plus  grand  nombre  entier  satisfaisant  à  la  condition 

n  —  (2/>  —  i)  ^o; 

c'est  dire , que  /,  =  j^^^ J    d'oîi/?H-i=r  [^-^-1  et   [^^]=»-  . 
Or  la  somme  des  différences 

se  réduit  à 

—  /i  -f-i  —  \  —  n. 


Donc,  le  nombre  des  solutions  dont  il  s'agit  s'obtient  en  retranchant 
de  n  autant  d'unités  qu'il  y  a  de  diviseurs  de  /i  +  a  dans  la  suite  2, 

3,  ...,  {p  -M). 

n  H-  2 
Mais  p  4-1  étant  au  nloins  égal  à et  moindre  que  «  -h  3,  le 

nombre  n -h  2  a  seulement  deux  diviseurs  «4-2  et  1,  qui  n'appar- 
tiennent pas  à  la  suite  2,  3,  . . .,  (/>  + 1). 
Par  conséquent,  on  a 

N,  4-  N,-}-  N3 -+-... H- N^  =  w  —  [6(«4-  2)  —  2]  =/i-i-  2  —  6(71 -h  2). 

G.  0.  r.  D. 
(G.) 
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hyperboles  équilalères  de  même  centre  O,  on  mène  une 
sécante  qui  rencontre  les  deux  courbes  en  B,  B';  de  ces 
points  on  abaisse  des  perpendiculaires  BC,  B'C  sur  les 
tangentes  aux  deux  courbes,  au  même  point  A  :  démontrer 
que  Pangle  COC'est  quadruple  de  l'angle  des  asymptotes. 

(E.  Fauqlembergue.  ) 

1462.  Dans  le  triangle  ABC  on  a  pris  le  point  C!  sur 

G 
AB,  et  B'  sur  AC,  tels  que  Tangle  C'CB  soit  égal  à  —  et 

querangleB'BCsoitégalà  — ;  démontrer  que  si  CC'=  BB' 
le  triangle  ABC  estisoscèle.  (Emile  Lemoime.) 

1463.  Etant  donné  un  point  P  sur  une  ellipse  de  centre 
O,  on  mène  en  ce  point  une  tangente  et  la  normale  qui 
touche  au  point  Q  la  développée  de  Tellipse,  et  Ton  l'ait 
passer  un  cercle  par  les  extrémités/*,  /•'du  diamètre  con- 
jugué à  OP  et  par  la  projection  S  du  centre  O  sur  la 
tangente  en  P,  puis  Ton  prolonge  OS  jusqu'à  sa  rencontre 
en  S'  avec  le  cercle;  démontrer  que  OS'=  PQ. 

(Chambojn.) 

1464.  On  donne  les  deux  paraboles  j^  =.  ^c{x  ±  c)  -^ 
une  tangente  à  Tune  de  ces  paraboles  rencontre  la  seconde 
parabole  aux  points  P,  Q  -,  sur  PQ  comme  diamètre  on 
décrit  un  cercle  qui  rencontre  la  seconde  parabole  en 
deux  nouveaux  points  R,  S^  prouver  que  la  droite  RS  est 
tangente  à  la  première  parabole.      (Wolstenholme.  ) 

1463.  De  deux  points  situés  sur  Taxe  des  x  et  équi- 
distants  de  Torigine,  on  mène  des  tangentes  h  la  conique 
représentée  par  Tcquation 

«.^2 -h  ^  v^ -H  2 /i.rr  —  2:r  =  o  ; 
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prouver  que  les  points  d'intersection  de  ces  tangentes 
sont  sur  la  conique  bj^  -h  h  xy  —  j:  =  o. 

(WoLSTE^HOLME.  ) 

1466.  ABCD  étant  un  trapèze,  on  joint  les  extrémités 
A  et  D  du  côté  oblique  AD  à  un  point  M  du  côté  BC;  on 
mène  une  parallèle  à  DM  par  le  point  B,  et  une  parallèle 
AM  par  le  point  C.  Démontrer  que  ces  deux  droites  se 
coupent  sur  AD.  (D'Ocagmî.) 

14'67.  Le  nombre  premier /7=:  2/14-1  étant  supérieur  à 
3,  la  somme  des  puissances,  d'un  même  degré  pair  2  a  com- 
pris entre  zéro  et^  —  1  =  2/1,  des  71  entiers  1,  2,  3,  ...,  ix 
et  celle  des  puissances,  du  même  degré,  des  n  entiers 
suivants  /x-f-i,  /2-t-2,  ...,  p  —  1  =  2w  sont  divisibles 
par;;.  (Liokket.) 

1468.  Soient  sur  le  cadran  d'une  montre,  à  Tinstant  8, 
OA  la  direction  de  la  petite  aiguille,  OB  celle  de  la 
grande;  déterminer  0  de  façon  que,  lorsque,  après  un 
certain  temps,  la  petite  aiguille  sera  venue  sur  la  direc- 
tion OB,  la  grande  aiguille  soit  précisément  dirigée  sui- 
vant OA.  Quelles  sont  toutes  les  heures  comprises  dans 
un  cycle  complet,  de  midi  à  minuit,  qui  répondent  à  la 
question? 

Remarque.  —  On  pourrait  appeler  ce  nouveau  pro- 
blème sur  les  aiguilles  d'une  montre  le  problème  des 
positions  inx^erses.  Il  fait  connaître  les  instants  pour  les* 
quels  les  indications  de  la  montre  ne  seraient  pas  pré- 
cises, si  les  deux  aiguilles  étaient  absolument  identiques. 

(irOcAGNE.) 


RECTIFICATION. 


Même  tome,  page  3io,  ligne  12  en  remontant:  au  lieu  deyx,  lisez  y* 
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RELATIONS  ENTRE  LES  DISTANCES  W  FOYER  D'UNE  CONIQUE 
A  QUATRE  POINTS  OU  A  QUATRE  TANGENTES 

[ns  (')]; 

Pak  m.  X.  ANTOMARI, 

Professeur  au  lycée  de  Carcassonne. 


DEUXIÈME  PARTIE. 

BELATION    ENTRE    LES    DISTANCES    d'uN    FOYER 
A    QUATRE    TANGENTES. 

1.   L'équation  tangentielle  d'une  courbe  du  second 
ordre  rapportée  à  son  foyer  est 

I 

Uq  et  Vq  désignant  les  coordonnées  de  la  directrice. 
Cette  équation  développée  devient 

lii  4-  (,t  _  awMo  —  2vvo  -h  ul  -^  vl =  o. 

Si  donc   («5^),  (m<,v,),    (ttai^'a),    ("s?  ^'s)  désignent 
quatre  tangentes,  on  aura  les  quatre  équations 

i                                                               1              2             I 
-4-  i'î  —  2  Ml  Mo ^  t^l  i^O  +  «^o  -+-  ♦'o î   =  ^> 


U 
U 

u 


1  1        t       > 

H-  «>;  —  2  «î  Mo  —  2  ç»,  (^0  -+-  Wq  -+■  ^0 ï  =  O, 

2  S  S  I 

-+•  Pj  —  2  Mg  Mo  —  2  t-'s  Pc  -t-  mJ  -+-  i^J r   =  O. 


(')  Voir  même  Tome,  p.  337. 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  t.  II.  (Septembre  iS83.)  25 


.       (  38G  ) 
Soient  d^di^di^d^  les  distances  du  foyer  aux  quatre 
tangentes.  On  aura 


rf»  = 


I 


(3) 


I 


rfî  = 


wJ-hPÎ 


'  ■  "*  ul  -f-  i^: 


m;  -h  Vi 


Éliminons  Uq,  {^q  et  —  entre  les  équations  (2).  Il  vien- 
dra,  en  tenant  compte  des  relations  (3), 


(1) 


^ 


u 


I 

"1 

^'l 

1 

l/î 

Pï 

I 

"s 

«'3 

—  o. 


C'est  la  relation  recherchée. 

2.  On  voit  sans  plus  de  détails  que,  si  trois  tangentes 
restent  fixes  et  que  la  quatrième  varie  de  façon  que  la 
relation  (4)  soit  satisfaite,  la  quatrième  tangente  enve- 
loppe une  conique  ayant  pour  foyer  l'origine^  et,  par 
suite,  que  réciproquement,  si  quatre  droites  sont  assu- 
jetties à  la  relation  (4 )>  elles  sont  tangentes  à  une  même 
conique  ayant  pour  foyer  Torigine  ou  un  point  donné. 

3.  Comme  nous  allons  le  voir,  la  relation  (4)  p^"^ 
être  mise  sous  une  forme  plus  simple  et  plus  facile  à  in- 
terpréter géométriquement.  Mais  nous  pouvons  dès  à 
présent  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorèue  I.  —  Dans  les  coniques  à  centre,  le  produit 
des  distances  d'un  foyer  à  deux  tangentes  parallèles 
est  constant. 


(  ;i«7  ) 
Supposons  que  les  quatre  tangentes  forment  un  paral- 
lélogramme. On  aura 


(5) 


Par  suite, 


Ut 

u 


^  =  K, 

«1 


(6) 


I  dl 


u\ 


I 


u\   ï-vl 


I  I 

K»  ^  a*  H-  w« 

1  1 


Mî  -f-rj 


K'2 


Remplaçant  dans  (4))  î'  vient 


(7) 


I 
I 

d^ 


// 


i/i 


V 


«'i 


~      Kw 


K'i/, 


Kr 


=  o. 


Après  avoir  multiplié  la  première  ligne  par  K  et  la 
deuxième  par  K',  retranchons  la  troisième  de  la  pre- 
mière et  la  quatrième  de  la  deuxième^  puis  supprimons 
les  facteurs  ( i  —  K)  et  (i  —  K')  ;  nous  aurons 


jv 

K 

d\ 
Kî 
d^ 


o 


o 


r> 


ï» 


=  o, 


-TT  Kl/  K  i' 


^     K'm,     KV,         I 
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ou,  en  développant, 


d\ 


(  UVi  —  VUi  ) 


d^ 


{uvi  —  VUi)  =  o, 


ou  encore 

(8) 


Mais,  en  vertu  des  relations  (6),  on  a 


(9) 


d'oiJ 


et,  en  multipliant  (8)  et  (9),  membre  à  membre,  on  a 

d*dl  =  d\dl, 

ddf  =  dxdi,  c.  Q.  F.  D. 

Corollaire.  —  Le  lieu  des  projections  d'un  foyer  sur 
les  tangentes  est  une  circonférence. 

C'est  à  l'aide  de  cette  propriété  que  nous  détermine- 
rons les  foyers  dans  Tellipse  et  dans  l'hyperbole;  mais, 
avant  d'aborder  cette  question,  nous  allons  simplifier  la 
relation  (4)* 

4.  Commençons  par  rappeler  une  formule  importante. 
Étant  données  deux  droites  D4(U|,i^i)  et  02(1x3,1^1) 
et  un  point  P,  intersection  de  deux  droites  D'(ii',i/)  et 

\f[iJ',s/'){fig.  i5),  ona 


(10) 


sinDiSP       sinOSP» 
sinPSD,  ^  sinOSD, 


Ml 

Vi      I 

u! 

v'      I 

Il' 

v'     I 

Ut 

Vt      I 

u! 

v'   I 

u" 

v'   I 

o  désignant  l'origine  des  coordonnées.» 


(  389  ) 

Pour  plus  de  détails  à  ce  sujet,  nous  renvoyons  à  la 
Géométrie  analytique  de  Painvîn. 


Posons  maintenant 


Fig.  i5. 


A  = 


(II) 


A,= 


ai 

Vx       I 

a 

i'      I 

Ut 

i>,     I 

,      Ai  = 

«« 

Vt       1 

as 

Vl       I 

"s 

Pa      I 

a 

V      1 

a 

V         I 

ai 

1^1    1 

,     Aa- 

a, 

p,     1 

a, 

Pa     I 

a, 

i^i     I 

On  voit  sans  peine  que  la  relation  (4)  développée 
peut  s'écrire 

_^  _  A|         Aj  Aj 

d^       d\        d\        dl 


=  o, 


et,  en  divisant  par  A  qui  n'est  pas  nul,  car  les  trois  tan- 
gentes (214,^1)9  (2^29^2)9  (^89^3)  116  peuvent  concourir 
au  même  point,  il  vient 


i^)  5î  — 


if 

a 

a, 

«'i 

1 

"3 

t'a 

d\ 

ai 

Vi 

a, 

Vt 

"8 

i's 

a 

V         I 

ai 

i^i     I 

I 

"a 

t'a     I 

rfî 

"1 

Vi       I 

a, 

t»,     I 

as 

^3       I 

I 


a 

ai 

a, 


1» 

Vt 


ai 
ai 

W3 


vt 
t'a 


=  o. 
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Supposons,  pour  Gxer  les  idées,  que  le  foyer  soit  a  Tin- 
térieur  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes. 


Fig.  i6. 


K 


\     '^^4::^^ 


\ 


et  soit  (f  ce  foyer  (Jig-  i6),  qui  est  aussi  l'origine. 
On  a,  d'après  ce  qui  précède, 


(i3) 


^ 


As 
A 


sinABD        sinoBi 

— Zy^  ^  — /\' 

sinDBC        sincpBA 

sinBËF        sinoDG 

— /\  ^  — !x^' 

sinCËF        siiKpEB 

sinClAB        sinoAD 

— TvT  X  ~P^' 

sinCAD        sincpAB 


On  a,  d'autre  part,  en  examinant  la  figure, 


(i4) 


sin^BG  __  di       sincpEG  __  df       sin^AD  __  dj 


sintpBA 


-d' 


sinoEB 


-d' 


sincpAB 


En  tenant  compte  des  relations  (i3)  et  (i4)i  l^qua- 


I 


{  -iO'  ) 
don  (12)  devient 

.,     r  I    sinABD         i    sinBEF         i    sinCIAB 

(n)   -,  —  -r  — :7v-  -♦-  zj z:^ —  -j :^=vr  =  ®- 

*  siiiDBC  *  sinCEF  '  sinCAD 

Soient  Â,  B,  C,  D  les  angles  du  quadrilatère.  Les 
triangles  ABD  et  DBC  donnent 

AD      _    BD  PC      _    PB 

.   <C^  ""  sinA         .   <0>>  ~  sinC 
sinABP  sinPBG 

d'où 


sinABD       AP       sinA 

PC       sinC 
sm 


On  a  de  même,  dans  les  triangles  AEF  et  DEF, 

sinAEF  _  sinA       sinPEF  _  sinP 
■~ÂF  EF   '         PF      "^    EF  ' 

doù 

sinAE^  _  AF  sinA 

.  <C>  "  5F  sinP' 
sinPEF 

D'autre  part,  les  deux  triangles  ABF  et  DGF  donnent 

AF    _      AB  PF    _       CP 

sinB         .  <0^       sinG         .  <0:^ 
smAFB  sinAFB 

d'où 

AF  _  AB       sinB 

PF""CP^sinC' 
et  par  suite 

sinAEI?  _  AB        sinAsinB 

.  <C\  ~  GP  ^  sinGsinP' 
SinPEF 

Enfin  les  deux  triangles  CAB  et  CAD  donnent 

sin^AlT  _  CB  sinB 

<rr>ï  ~  CD  sinD* 

sinGAD 
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Remplaçons  dans  (i5),  et  nous  aurons 

I         I         AD       sinA 
d^dt  ^  CD  ^^ÛTC 

I         AB        sinAsinB         i         CB        sin  B  _ 
"^  rf,  ^  CD  ^  sin  G  sin  D  ""  ^  ^  CD  ^  imD  ~  ^' 

ou  encore,  sous  une  forme  tout  à  fait  symétrique, 
CD  sin  C  sin  D        AD  sin  A  sin  D 


(i6)  <  ^  '^' 

^  ]  AB  sin  A  sin  B        BG  sin  C  sin  B 

l  di  dz 

Ainsi  : 

Théorème  II.  —  «Si,  dans  une  conique,  les  quatre  côtés 
d'un  (fuadrilatère  sont  tangents  aune  même  branche  de 
courbe,  et  si  Von  multiplie  chaque  côté  du  quadrila- 
tère par  les  sinus  des  angles  adjacents,  puis  que  Von 
divise  par  la  distance  du  foyer  au  côté  opposé,  la  somme 
des  résultats  correspondant  à  deux  côtés  opposés  est 
égale  à  la  somme  des  deux  autres, 

5.  On  démontrerait  d'une  manière  analogue  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  un  quadrilatère  est  circonscrit 
à  une  hyperbole  de  telle  sorte  qu'il  y  ait  deux  côtés 
tangents  à  chaque  branche,  en  opérant  comme  dans  le 
théorème  II,  la  différence  des  résultats  correspondant 
à  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la  différence  des  deux 
autres. 

On  aurait  donc,  dans  ce  cas, 

ABsinAsinB        CD  sin  C  sin  D 

^  ADsinAsinD        CBsinCsinB 

di  di 
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Remarque,  —  Les    théorèmes   II  et  III  pouvaient 
être  déduits  des  théorèmes  I  et  II  de  la  première  Partie. 
Nous  avons  préféré  la  démonstration  précédente,  qui 
nous  semble  plus  élémentaire. 

Corollaire  I.  —  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible 
circonscrit  à  une  ellipse,  si  Von  di\fise  chaque  côté  par 
la  distance  du  foyer  au  côté  opposé,  la  somme  des  rap- 
ports correspondant  à  deux  côtés  opposés  est  égale  à  la 
somme  des  deux  autres. 

Nous  avons  trouvé  en  effet 

ABsinAsinB        GDsinCsinD 


di  d 

AD  sin  A  sin  D        CB  sin  C  sin  B 


dx 

Sî  le  quadrilatère  devient  inscriptible,  on  a 
sin  A  sin  B  =  sin  G  sin  D  =  sin  A  sin  D  =  sin  G  sin  B , 

et,  par  suite,  en  supprimant  le  facteur  commun  sin  A  sin  6, 

AB       CD       AD        CB 


d%  d  d\         t/3 

Corollaire  IL  — Dans  tout  quadrilatère  inscriptible 
circonscrit  à  une  hyperbole  et  tel  qu'il  y  ait  deux  côtés 
tangents  à  chaque  branche,  en  opérant  comme  précé^ 
demment,  la  différence  des  rapports  relatifs  à  deux 
côtés  opposés  est  égale  à  la  différence  des  deux  autres. 

Car  si  le  quadrilatère  devient  inscriptible,  la  relation 

ABsinAsinB        CD  sin  C  sin  D 
d^*  d 

_  AD  sin  A  sin  D  _  GBsinGsinB 
~  dx  d:i 


(  -iol  ) 

devient 

AB  _  CD  _  AD  _  CB 

^'^^  d^         d    ~  d,         d^  ' 

6.  Nous  pouvous  mainteaant  démontrer  bien  facile- 
ment le  théorème  I. 

Considérons  d'abord  le  cas  de  Tellipse.  Si  le  quadri- 
latère devient  un  parallélogramme,  la  relation  (i6) 
devient 

ou 

AB  X  didiid-^di)  =  BC  x  ddi{di-hdz). 
Or 

Ah(d'^di)=  BC(di-^di)=  S, 

S  désignant  la  surface  du  parallélogramme.  Il  en  résulte 

di  d^  =  ddf . 

Considérons  maintenant  le  cas  de  Thyperbole.  Si  le 
quadrilatère  devient  un  parallélogramme,  la  relation 
^ij)  devient 

*B(j-i)=»'^a-i)- 

ou 

AB  x:did3(di—d)  =  hC  x  ddtidf  d;^). 
Or 

AB( ^,  -  ^,  )  =  BG( rfi  —  ^3  )  =  S , 
d'où 

di  dz  =  dd% . 

APPLICATION    A    LA    UÉTERMtllATtON    DES    FOYERS. 

7.  Nous  ne  traiterons  que  le  cas  de  l'ellipse,  le  cas 
de  l'hyperbole  s'en  déduisant  simplement. 

Nous  avons  vu  que  le  lieu  géométrique  des  projections 
d'un  foyer  sur  les  tangentes  est  une  circonférence. 
Par  raison  de  symétrie,  cette  circonférence  aura  pour 
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centre  le  centre  de  la  courbe  ^  et,  comme  les  tangentes 
sont  extérieures  à  TelUpse,  elle  sera  tout  entière  exté- 
rieure à  Tellipse. 

Supposons  que  le  foyer  soit  un  point  quelconque  o 
intérieur  à  la  courbe  {fig.  1 7  ).  Menons  le  diamètre  cpMN. 

Fig.  17. 


d'où 


d'où 


Il  est  visible  sur  la  figure  que  l'on  a 

<pM>çpM',     <pN>cpN', 

oM  X  cpN><pM'x  <?N', 

M  et  N  étant  les  points  de  rencontre  avec  la  circonfé- 
rence, lieu  des  projections  des  tangentes. 

D'autre  part,  si  Ton  mène  les  perpendiculaires  cpP  et 
y  F  sur  les  tangentes  en  M' et  N',  on  a 

cpM'>?P,    ?N'>«>F, 

(pM'xcpN'>cpP  x^pPS 
et  par  suite 

çp  M  X  <p  N  >  cp  P  X  cp  P'. 

Mais  les  quatre  points  M,  N,  P  et  P  doivent  appartenir 
à  la  même  circonférence,  c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

coMxcpN  =  cpPxoP'. 

t  1  I  I 

Cette  égalité,  comparée  avec  l'inégalité  précédente, 
exige  que  M  et  P  coïncident  d'une  part,  N  et  P'  de  l'autre  ; 
par  conséquent,  que  le  diamètre  MN  soit  normal  à  la 
courbe,  car  M  et  P  ne  peuvent  coïncider  qu'au  point  M'. 


(396) 

Ainsi  les  foyers  sont  sur  l'un  des  axes.  Ils  ne  peuvent 
évidemment  pas  être  sur  le  petit  axe,  et  ils  seront  par 
suite  sur  le  grand  axe.  La  circonférence  lieu  des  projec- 
tions des  foyers  devient  alors  la  circonférence  circon- 
scrite et  le  produit  constant  devient  égal  kb^. 

Si  donc  on  désigne  par  c  la  distance  d'un  foyer  au 
centre  on  devra  avoir 

(a  "H  c)(a  —  c)  =  b*, 
ou 

ai^c^=tt    et    c»=a*— 6*. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  de  la  parabole,  il  faudrait 
commencer  par  exprimer  que  la  courbe  représentée  par 
l'équation  (4)  représente  une  parabole,  ce  qui  donnerait 
une  relation  entre  les  distances  d'un  foyer  à  trois  tan- 
gentes. Cette  relation  servirait  à  déterminer  le  foyer. 

RELiLTION    ENTKE  QUATRE    CONIQUES    INSCRITES 
DÀHS    le    MÊME    QUADRILATÈRE. 

8.  Reprenons  la  relation  (i6) 

ABsinAsinB        CD  siriCsinP       BCsinBsinG       ADsinAsinD_ 
d%  d  di  d\ 

Soit  C|  une  conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  ABGD 
et  soient  jc,-,  yi^  Zi,  ui  les  distances  de  son  foyer  aux  côtés 
du  quadrilatère. 

Faisant  varier  /de  o  à  3,  on  aura 


CDsinCsinD 

X 

ADsinAsinD       ABsinAsinB 

1 , 

y                  - 

BCsinBsinG 

, =0 

u 

CDsinCsinD 
a:, 

AD  sin  A  sin  D        AB  sin  A  sin  B 

\ 

BCsinBsinG 
«1 

CDsinCsinD 

ADsinAsinD        ABsinAsinB 

BCsinBsinC_^ 

Xt 

yt                     -j 

M, 

CDsinCsinD 

\n«inA<îînn        ABsinAsinB 

1 

BCsinBsinG 

^'3  73  ^8  «8 
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En  éliminant  les  quatre  quantités  qui  entrent  aux  nu- 
mérateurs ^  on  aura 


(20) 


I 

I 

I 

I 

X 

r 

z 

u 

I 

1 

I 

I 

^1 

y^ 

^\ 

«l 

I 

I 

I 

I 

•/-« 

JJ 

^j 

Ut 

1 

I 

I 

I 

=  o. 


^i   yz    -ss    "8 

C'est  la  relation  cherchée.  Elle  donne  le  lieu  géomé- 
trique des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère. 

Si  parmi  ces  quatre  coniques  il  y  a  un  cercle,  la  rela- 
tion précédente  devient 


I 

I 

I 

I 

X 

y 

mm 

U 

I 

I 

I 

I 

a-1 

71 

^l 

Ui 

I 

I 

I 

I 

Xt 

71 

^1 

MS 

I 

r 

I 

I 

=  o 


SHB  LA  CONSTRUCTION  D'ONB  COURBE  ALGÉBRIQUE 
AUTOUR  DUR  DE  SES  POINTS 

[801TB  (•)]; 
Par  m.  Ch.  BIEHLER. 


n. 

THÉORIE   DBS    ASYMPTOTES. 

1.  Soient 
¥[x^y-)  =  o  l'équation  de  la  courbe; 


(  '  )  Voir  même  Tome,  p.  SS'i. 
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y*(j?,  j)  l'ensemble  homogène  des  termes  de  degré  m 

de  F; 
si^^  ,t)  1  ensemble   homogène  des   termes   de    degré 


m  —  1 ,  ... 


L'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

(0  /(^,7)H-/r(^»7)-+-^*(^»7)-+----=«- 

Coupons  la  courbe  par  la  droite 

j*  =z  Xq-^  ar. 
y  =  ro  H-  àr. 

L'équation  de  degré  m  qui  nous  fournit  les  m  valeurs 
de  r  qui  conviennent  aux  points  d'intersection  de  la 
droite  et  de  la  courbe  est  de  la  forme 

(2)  Uor'WH-  Uir"*-»  -+-Ujr'»-«-h...-4-U«,  =  o. 

Les  coefficients  U09  Ui,  U2,  .*•  sont  des  fonctions  de 
^oi  yo  dont  le  degré  est  marqué  par  l'indice' et  qui  ont 
pour  expression 

Ui  =  ^o/a  -^yo/ô  -H  gia,  b), 

Cela  posé,  si  la  transversale  est  choisie  de  manière 
que  f{ii'i  i)  =  o,  Tune  des  racines  de  cette  équation 
devient  infinie,  et,  pour  qu'un  second  point  de  rencontre 
de  la  droite  avec  la  courbe  passe  à  l'infini,  il  faut  en 
outre  que  U|  =  o.  c'est-à-dire  que  le  point  (:co,  jo)  soit 
situé  sur  la  droite 

(3)  ^/a-+-7/i-H-^(a,  6)  =  o. 

Nous  allons  démontrer  que,  si  les  coordonnées  x^^j^^ 
n'annulent  pas  U2,  la  courbe  F(a:,  j^)  =  o  est  asymptote 
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à  la  droite  dont  l'équatioii  est 

^/«  •+■  y/h  -H  ^(«,  A  j  =  o. 


Soient  /'i ,  /•2î  •  •  •  »  '*/n-  I  les  m  —  i  racines  de  l'équation 


(4) 


On  aura 


Ui  r"»-»  -t- 1  jr*»-»  -h. .  .-h  Um  =  o. 


*  Ui(aro,Jo) 


Quand  Ui  tend  vers  zéro,  e'esl-à-dire  quand  la  trans- 
versale se  déplace  parallèlement  à  la  droite  (3),  jusqu'à 
coïncider  avec  cette  droite,  une  seule  racine  de  l'équation 
(4)  tend  vers  Tinâni.  Soit  Ti  cette  racine,  elle  a  évidemment 

le  signe  de  —  ~  ;  elle  engendre  une  branche  de  courbe 

asymptote  à  la  droite.  lorsque  Ui  change  de  signe,  c'est- 

Fig.  I. 


à-dire  lorsque  la  transversale  passe  de  l'autre  côté  de  la 
droite  (3),  on  obtient  sur  cette  transversale  un  point 
dans  une  direction  opposée  à  la  première,  et  ce  point 
engendre  une  seconde  branche  de  courbe  asymptote  à  la 
même  droite. 

On  obtient  une  disposition  analogue  à  celle  que  présente 


1 


(  4oo  ) 

\^fig-  I,   et  le   signe  des   quanti  lés  ~  et  U|  donne  la 

disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  Tasymptote.  Si  Us 
n*est  pas  divisible  par  Ui,  on  peut  substituer  à  la  place 
de  .r©  ,^0  dans  Ua  les  coordonnées  d'un  point  de  l 'asymptote 
et  prendre  pour  le  signe  invariable  de  Ua  le  signe  que 
prendra  cette  fonction  quand  on  y  substitue  les  coor- 
données de  ce  point. 

2.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  La  soil 
divisible  par  U|,  et  soit 

i:,=:UiVt. 

Lorsque  Uj  tend  vers  zéro,  deux  racines  de  réquation 
(4)  tendent  vers  Tinfini^  supposons  que  U3  ne  soit  pas 
divisible  par  U|  \  U3  conservera  un  signe  invariable  quand 
le  point  (xo,  ^0)  se  déplacera  dans  le  voisinage  de  l'a- 
symptote. 

Soient  Vs ,  7-3  les  deux  racines  qui  augmentent  indé- 
finiment, on  aura  les  relations 

(a)         r,  H-r,  =  — (V, -h  S,), 

(c)   (r,  -  r,)»  =  (V,  -S,)»-  i  J^  -  .iS,(V,  -h  S,)-+-  4S,, 

S|  étant  la  somme  des  racines  rs,  /-.i,  ...,  /^n-i  et  Sa  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  mêmes  quantités. 
On  voit  par  ces  formules  que  r^  et  /a  ne  sont  réels 
qu'autant  que  U3  et  U|  sont  de  signe  contraire,  car  c'est 

le  terme  —  4  rr  qui  donne  son  signe  au  second  membre  5 

la  formule  (a)  nous  montre  de  plus  que  /'i  et  r^  sont  de 
signe  contraire.  La  courbe  est  donc  tout  entière  d'un 
môme  côté  de  l'asymptote,  et  la  formule  (c)  nous  indique 


(  4oi  ) 

que]  est  ce  côté.  On  obtient  un  point  d'inflexion  à  Tinfini 
et  des  branches  de  courbes  analogues  à  celle  de  ^^Jig-  2« 

Fi(j.  2. 


/H 


y 


/// 


y 

/  / 

/           0 

/w 


3.  Supposons  maintenant  que  U{  soit  identiquement 
nul,  Uj  sera  décomposable  en  un  produit  de  deux  facteurs 
du  premier  degré,  et  l'équation  Ua  (a:,  y)  =  o,  qui,  dans  le 
cas  précédent,  représente  une  hyperbole  ayant  pour  l'une 
(le  ses  asymptotes  la  droite  Hil'  représentée  par  l'équa- 
liou(  ^),  représente  maintenant  un  système  de  deux  droites 
parallèles,  comme  il  est  aisé  de  le  faire  voir.  L'équation 
U3(x,  j^)  =  o  représente  une  courbe  du  troisième  degré 
qui  a  pour  asymptotes  les  deux  parallèles  représentées 
par  U2(j:*5  j')  =  o^  U3  conserve  donc  un  signe  invariable 
quand  on  substitue,  pour  Xo,jKoî  hîs  coordonnées  d'un 
point  sufiisamment  voisin  de  Tune  des  deux  droites 

1)2(07,  y)  =  o. 

Soit  U2  =  UV,  U  et  V  étant  les  deux  fonctions 
linéaires  qui  sont  les  premiers  membres  des  équations 
des  deux  parallèles  représentées  par  U2  =  o. 

On  verra,  comme  dans  le  premier  cas.  que  chacune  des 
deux  droites  U  =  o,  V  =  o  est  accompagnée  de  branches 
de  courbe  asymptotes  à  chacune  de  ces  droites  et  la  dis- 
position des  branches  autour  de  chaque  asymptote  est 
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(  W^  ) 


donnétf  nar  la  formule 


pa 


r,  -f-  r.  H- . .  .H-  rm-t  =  ~ 


II3 

Uv' 


le  signe  de  la  racine  ;'|  qui  augmente  indéfiniment  étant 
donné  dans  les  deux  cas  par  le  signe  du  second  membre. 
La  courbe  se  construit  donc  séparément  autour  de 
chaque  asymptote. 

4.  Supposons  maintenant  que  U2(.r,  y)  soit  le  carré 
d'une  fonction  linéaire 

La  racine  qui  augmente  indéfiniment  ne  cliange  pas 
de  signe  quand  le  point  (xo,  j^o  )  passe  d'un  côté  à  Tautre 
de  la  droite  L  =  o^  011  obtient  dans  ce  cas  deux  branches 
de  courbe  asyinploles  de  part  et  d'autre  à  cette  droite  et 
dans  la  mcine  direction. 

Le  point  est  de  rcbrousscment  à  Tinfini  et  la  formule 

ri  -+  Tj  -f- . . .  -h  r,„_ j  =  —  — 
nous  don  ne,  par  le  signe  pcrm  aneut  du  deuxième  membre, 


-r 


/ 


/ 


^H- 
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/  /  /M' 


A 
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le  signe  de  la  racine  infiniment  grande,  et  par  suite  la 
région  où  se  trouve  la  courbe.  On  obtient  la  fig.  3. 


(  4o3  ) 
5.  Supposons  U3  divisible  parU  et  soit 

U3  =  UV,. 

L^ équation  aux  rayous  vecteurs  prend  la  forme 

(5)        r^-^U»  H-  r'»-«UVi  H-  r'n-k{]^  ^,. . .+  U;n  =  o. 

Quand  U  tend  vers  zéro,  deux  racines  /'i  et  r^  de  Té- 
(juation  (5)  tendent  vers  zéro,  et  Ton  a,  comme  précé- 
demment, les  relations 


La  formule  (c')  peut  aussi  s'écrire 


IJW 


où  Fou  a  posé 

W=  — 2V2S,-+-U(4S,— 3SJ). 

Si  V^  —  4U4]>  o,  les  racines  ri  et  7*2  sont  réelles,  et, 

Fig.   ',. 
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suivant  que  U^  est  positif  ou  négatif,  on  obtient  des  dis- 
positions de  courbes  représentées  par  les  Jig.  4  ^u  5. 


(  4o4  ) 

Le  signe  de  V2  nous  donne,  dans  le  cas  de  isijig,  4,  la 
position  des  branches  de  courbe. 

L'asymptote  dans  ce  cas  est  double  et  de  rebrousse- 
ment. 

Si  V^  —  4U4<^o,  les  racines  r,  et  r^  sont  imagi- 
naires, aucune  branche  réelle  de  courbe  n'accompagne 

Fig.  5. 


Tasymptote.  Le  point  de  rebroussement  à  l'infini  est 
isolé. 

Si  V^ —  4  tî*  =  <^  1^  fonction  V 3  —  4Uk  est  divisible 
parU. 

Soit  Q  le  (juolicnr.  La  formule  [c\  )  devient  alors 


(ri  —  Tj  )2  — 


Q  -2ViStH-U(4S2-3Sî ) . 


pour  que  /<  et  ^2  soient  réels,  il  faut  que  Q —  aVjSi 
soit  de  môme  signe  que  U;  on  n'obtient  donc  de  points 
de  la  courbe  que  d'un  côté  de  l'asymptote.  De  plus,  les 
racines /'i  et/'a  sontde  même  signe^  Tégalité  V^  —  4U4  =  o 
montre  en  etlVît  que  L\  est  positif. 

On  obtient  un  rebroussement  de  deuxième  espèce;  la 
formule  (a')  donne  la  position  de  la  courbe  avec  [c\  ). 

Le  cas  où  plus  de  deux  racines  augmentent  indéfini- 


(  4o5  ) 

ment  se  traite  de  la  niùoie  manière  que  pour  le  point  à 
distance  finie.  L'analogie  entre  la  discussion  du  point  à 


Fig.  6 
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l'iafini  et  celle  du  point  à  distance  finie  est  d'ailleurs 
complète. 

6.  Nous  allons,  en  terminant,  montrer  que  la  mé- 
thode de  Cauchy  se  prête  «i  une  discussion  toute  sem- 
blable. 

Soient  toujours 

l'équation  de  la  courbe^ 

y  =  ax  -h  X 

Téquation  d'une  droite  quelconque. 

L'équation  qui  donne  les  abscisses  des  points  com- 
muns à  cette  droite  et  à  la  courbe  est 

/(a:,  ax  -f-X)-f-  g{x,  ax  -\-  X)-+-  h{Xy  ax  -f-  X)  -f-, .  .  =  o, 
OU 

H-  .r'"-*^(  I,  a  H —  I  -T  .  .  .  =  o. 


(  4o6  ) 

En  développant  les  coefficients  des  diverses  puissances 
de  X  parla  formule  de  Taylor,  on  obtient  l'équation 

x"^J{\,  a)  -f-  ^'«-»  [X/'(i,  a)  H-  ^(i,  a)] 

Si  a  est  une  direction  asymptotîque  f[  i ,  /i  )  =  o , 
Téquation  aux  abscisses  prend  la  forme 

a^''*-iU,(X)-i-a7'«-îUj(X)-H...-f-U;„(X)  =  o. 

Eu  posant 

U,(X)  =  X/(i,a)^-^(i,a), 
U,(X)  =  ^  f\s,a)  -f-  \  g\i,  a)  -f-  h{^,  a), 

on  obtient  ainsi  une  équation  qui  se  prête  à  une  discus- 
sion identique  à  celle  que  nous  avons  faite  sur  Téquation 
aux  rayons  vecteurs. 

On  voit  que  les  circonstances  que  nous  avons  étudiées 
précédemment  se  représenteront  ici  dans  le  même  ordre; 
il  est  donc  inutile  de  nous  y  arrêter,  et  nous  allons  pas- 
ser à  l'étude  des  branches  de  courbes  dépourvues  d'a- 
symptotes et  correspondant  à  des  directions  multiples 
de  points  à  l'infîni. 

La  méthode  que  nous  emploierons  peut  également 
servir  à  construire  les  branches  hyperboliques,  c'est- 
à-dire  accompagnées  d'asymptotes,  et  en  cela  elle  est  re- 
marquable. 

Il  n'y  a  d'exception  que  pour  le  cas  où  l'asymptote 
passe  par  l'origine,  et  ce  cas  peut  toujours  être  étudié 
directement  avec  une  grande  facilité. 


(  1"-  ) 


• 


IIL 


BRANCHES    PARABOLIQUES. 


1.  Soit 


(I)     F{x,y)  =fm{x,y)  ^f,^_^{x,y)-^.  ..^Mx,y)  =  o 

Féquatîon  de  la  courbe. 

y[i(x,j^)  désigne  Tensemble  homogène  des  termes  de 
degré  |a  de  F(j:,j  ). 


Soit 


y  =  ax-¥^  X- 


une  transversale  quelconque. 

Formons  le  faisceau  des  droites  qui  joignent  Torigine 
aux  points  de  concours  de  la  droite  et  de  la  courbe. 

L'équation  de  ce  faisceau  sera,  comme  l'on  sait, 


(a) 


fm{3c.y)-^\{y--ax)f,„-x{x,y) 


\Hy  -  ax)^f„,-^{x,y)  -+-...^  ^'"{y  —  ax)»^/^  =  o, 


OU  bien 


j/«(.>j)^^(5-«)/«-.(./^V- 


Posons 


/i..i)=?,(ï)  ..  i—'. 


on  aura  pour  l'équation  du  fais(*eau 


(4) 


(  4o«  ) 

OU  bien 

-+- =0. 

Cette  équation  est  de  la  forme 

(6)        Uo-t-«U,(X)-h^«U,(X)-h...-+-/'»U;„(X)  =  o, 
Up,(X)  étant  un  polynôme  de  degré  [x  en  X,  à  savoir  : 

U  (X)=  A  q>"''(a)H fo^^-'Ua) 

X2 

Si  a  est  une  direction  de  points  à  Tinfini 

?/n(a)  =0, 

par  suite,  Téquation  (6)  est  divisible  par  «,  et,  après  la 
suppression  du  facteur  t,  elle  devient 

Si  (p,„(a)^o,  et  si  U2(X)  n'est  pas  divisible  par  U|(X), 
une  seule  des  racines  de  Téquation  en  t  tendra  vers  zéro 
quand  \  tend  vers  la  racine  Xo  de  Téquation 

U,(X)  =  o. 

Cette    racine    engendre    une   branche    hyperbolique 

asymptote  à  la  droite 

I 

•^  Xo 

et  la  discussion  de  Téquation  (7)  donne  la  position  des 
branches  par  rapport  à  Tasymptote.  Nous  ne  nous  y  ar- 


(  4o9) 
réterons   pas,  et  nous  allons  supposer  immédiatement 
que   cette    racine    Xq    de    U|    soit    nulle,    c'est-à-dire 

Dans  ce  cas,  quand  X  tend  vers  zéro,  une  seule  racine 
de  Téquation  en  t  tend  vers  zéro  [U2(X)  n'étant  pas  di- 
visible par  X]  ^  le  signe  de  cette  racine  est  donné  par 
l'égalité 

I              I                                  I  ll2(X) 
1 -+.. 1 = 


'm-1 


U,(X) 


La  racine  f  4  qui  tend  vers  zéro  a  évidemment  le  signe  de 
—  yT^ — 1 — \''  ^^^®  engendre  une  branche  parabolique  qui 
a  la  disposition  de  la  fig.  i  où  l'on  suppose  -^ r  <[  o. 

Fîg.  I. 


Si  l'on  suppose  U4  et  U2  divisibles  par  X,  on  obtient 
l'analogue  du  point  d'inflexion  j  les  deux  branches  sont 
toutes  deux  d'un  même  côté  de  OA:  on  le  reconnaît  ai- 
sément. Dans  ce  cas,  deux  racines  de  l'équation  (7)  ten- 
dent vers  zéro. 

2.  Si  Ui  est  identiquement  nul,  Uo(X)  étant,  en  gé- 
néral, décomposable  en  facteurs  du  premier  degré, 


(4.0  ) 

chacune  des  racines  Xq  et  X|  de  Téquation  U2(a)=o 
donne  une  asymptote  à  des  branches  hyperboliques  de 
courbe  que  nous  construirons  comme  précédemment. 
Mais  si  Tune  de  ces  racines  est  nulle,  a  la  racine  non  nulle 
correspond  une  branche  hyperbolique  et  à  la  racine  nulle 
une. branche  parabolique  aisée  à  construire  si  U3  n'ad- 
met pas  X  en  facteur. 

La  forme  de  la  courbe  sera  celle  de  \^jîg»  i . 

3.  Supposons  maintenant  que  les  deux  racines  de 
l'équation  U2(X)  soient  nulles,  et  U3(X)  non  divisibles 
par  X;  la  racine  t^  qui  tend  vers  zéro  a  le  signe  de 

et  ce  signe  est  le  môme,  quel  que  soit  le  signe  de  X.  On 
obtient  donc  une  branche  de  courbe  de  la  forme  delà 

Fi(î.  2. 


Jig,  1  qui  correspond   au   rcbroussement  de   première 
espèce.  Nous  avons,  pour  cela,  supposé 


(4..  ) 

4.  Supposons  U3(X)  divisible  par  \]  daas  ce  cas,  deux 
racines  de  Inéquation 

(8)    Uj(>^)-+-<U3(X)-f.f«U*(X)-»-...-t-  <'«-«U;„(X)  =  o 

tendent  vers  zéro^  on  a,  dans  ce  cas,  les  formules 

(0  (1  _  iy=  Re-.(«)-^?>H-.(«)?-(«)^x^,(i)i  1. 


Si 


T?m-l<«)-ï?'"-«(°)<?m(«)><>. 


les  racines  f|  et  t^  sont  réelles   et   inégales;  chacune 

d'elles,  quand  X  tend  vers  zéro,  engendre  une  branche 

parabolique. 

."  <s"  (a) 
Si  —^-^ ;^o,  on  obtient  une  disposition  analoerue  à 


Fig.  3. 
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la/iif   3,  et  si  — î-^^^ <"  o,  on  olilicnt  la  fis.  /(.  I.e  .si";no 


(  4i?-  ) 

de  ÏSLzL- —  donne,  dans  le  cas  de  la  fiff.  3,  la  région  où 

se  trouvent  les  courbes. 
Si 

le  point  à  Tinfini  dans  la  direction  a  est  isolé,  les  branches 
sont  imaginaires. 


5.  Mais,  si 

i  ?"L»  («)  —  ?  ?in-t(«)?;;(a)  =  o, 

les  deux  racines  £4  et  (3  ne  sont  plus  réelles,  quel  que  soit 
le  signe  de  X  ;  par  suite,  la  courbe  se  trouve  d'un  môme 
côté  de  OA;  ^m-2{^)^m{^)  ^tant  positif,  les  racines  t^ 
et  t2  sont  de  même  signe. 

On  obtient  une  disposition  analogue  à  celle  de  ^^fig-  5. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  en  traitant 
de  la  construction  de  la  courbe  autour  de  l'origine  nous 


FiR.  :>. 
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dispensent  d'entrer  dans  de  plus  amples  détails.  On  ver- 
rait aisément  comment  il  faudrait  opérer  dans  des  cas 
plus  complexes  que  ceux  que  nous  avons  traités. 


(  l^'^  ) 

QUESTION  DASTROKOMIE; 

Par  m.  E.  FAUQUEMBERGUE. 


Etant  données  les  durées  des  quatre  saisons  dé  Van- 
née  astronomique  [g^j,  93^,  89^^,  Sg-^jours)^  trouver 
l'excentricité  de  l* orbite  de  la  Terre. 

[Nouv^elle  Correspondance  mathémat,,  nov.  1878.) 

Désignons  par  i,,  t^^  «s  et  tj^  les  durées  de  Thiver,  du 
printemps,  de  Tété  et  de  Tautomne^  par5f,52,  s^  et 54 
les  secteurs  elliptiques  correspondants;  par  T  la  durée 
d'une  révolution  complète  et  par  S  Taire  de  Torbite. 
D'après  la  loi  des  aires,  nous  pouvons  écrire 

Si  -^  Si        s.,  ^-  .ç,         s 

Nous  sommes  conduits  à  calculer  les  segments  ellipti- 
ques Si  -h  52  et  5»  -h  Si  . 

Or,  en  prenant  pour  axe  polaire  la  ligne  des  solstices, 
et  en  désignant  par  a  l'angle  que  fait  cette  droite  avec 
le  grand  axe,  l'équation  de  la  courbe  est 

a(i  —  e^) 


I  -r-  C  CC)S(  03  —    a  ) 

Donc 

5,  -1-  5,  =  —  (1  —  e*  )*  / - 

2  J      [i-r- ^C()s(a)  — aj)2 

=  a^  ^i  —  ('-     arc  tangl  1/ tang ) 


e    , sin(o>  —  a)       T* 

—  -  V^  I  —  ei — 


=  «*  V  *    -  ^*  I  arr  lanc  ■ : t  '  —  ^    :: t-  )• 

\  e  >\Wâ  X-    e^  ros'a  ' 


(  <'4  ) 

De  même,  en  prenant  rinlégraie  entre  les  limites  —  ;^ 


et  H —  y  on  trouve 

2 


-    / r/        .         /i  —  ^*         / r      ^cosa      \ 

*4  -h  5t  =  a»  v'  I  —  ^'  l  arc  tang ^i  —  e^ ,   .   ^     I  • 

\  ^   ccosa  I  —  c*sin*a/ 

D'ailleurs, 

S  =  TT  a*  v^i  —  e* . 

On  a  donc,  pour  déterminer  e  et  a,  les  deux  équations 


arc  tanff  ^ — ; 

"   esina 

^  Gin  T                             f.     '      /. 

(«) 

-v/.- 

■    '^             t   Mil  X                              C|  -1~   Cf 

I  —  e'  sin*a              T 

arc  tang 

°  e  cos  a 

4f  r>rto  «v                            #       1      # 

(2) 

-V^i- 

I  — e*sin*a              T 

Pour  les  résoudre,  nous  poserons  d'abord 

(3)  -î^ — ; =  tanga; 

esinoL 

d'où 

<»  sin  OL  ^=  yi  —  c^  col  a, 

I  —  c*  cos'  a  =  (i  —  e*  )(  1  -h  cot*  u  ). 
Par  suite,  Téquation  (i)  deviendra 


col  u  /,  -u  /j 

I  -r-  (Vit- W  1 


ou 


2  W  —  Sin  9.  f*  =  2 TT = î 


ou  encore,  en  faisant  211  =  w,, 
(4)  1/1—  smui  ■=  27:— Tp — 

En  posant  de  même 


(4i5  ) 
réquation(Q)  deviendra 

2P  —  sin2P=  a?:  — = —  , 
OU  encore 

(6)  i't  —  sin  t^i  =  air  — ^ 

Les  angles  u  et  (^  sont  ainsi  déterminés  par  les  équations 
transcendantes  (4)  et  (6).  Ensuite,  en  divisant  membre 
à  membre  Téquation  (5)  par  l'équation  (3),  on  aura 

(7)  tanga  =  ; — ^, 

d*où  l'on  déduira  a.  Il  suffira  alors  de  poser 

(8)  e  =  cosx, 
pour  que  l'équation  (3)  donne 

(9)  tangâ?  =  sina  tangi^. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  faire  l'application 
de  ces  formules  aux  données  de  Ténoucé. 


CONCOURS  D'ADMISSIOM  A  L'ÉGOLE  CENTRALE 

(seconde  session,  1882) 

'  (voir  iiiéuA  Tomo,  p.  92) , 

SOLUTION  DE  M.  E.  BARISIEN, 
Lciutcnant  au  141*  d'infanterie,  à  Ora-el-Mizan. 


On  donne,  dans  un  plan,  deux  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  OX,  OY  et  deux  points  H  et  H',  le 
premier  défini  par  ses  coordonnées  a,  b;  le  second 
sj métrique  du  premier  par  rapport  au  point  O. 

Par  ce  dernier  point,  on  mène  une  droite  indéfinie 


(4.6) 

DOE  formant  a^ec  l'axe  OX  un  angle  DOX  =  ^-^  on 
projette  les  points  H,  H'  sur  cette  droite  en  A,  h'. 

On  projette  le  point  h  en  u  sur  Vaxe  OX,  et  le  point 
u  en  u^  sur  la  droite  DOE. 

On  projette  le  point  h'  en  v  sur  Vajce  OY  et  le  point 
venvi  sur  la  droite  DOE. 

(  Toutes  ces  projections  sont  orthogonales,  ) 

Enfin  ^  sur  la  longueur  U|  i^i  comme  hypoténuse,  on 
construit  un  triangle  rectangle  U|  i^iS,  en  menant  ^«8 
parallèle  à  OX  et  u^S  parallèle  à  OY  (  *  ). 

Cela  posé^  on  demande  : 

1°  De  trouv^er  les  coordonnées  du  point  S  en  Jonction 
des  trois  constantes  a,  i,  6  ; 

a°  D'écrire  V équation  d'une  parabole  ayant  le  point 
S  pour  sommet  et  la  droite  DOE  pour  directrice \ 

3"  De  démontrer  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les 
paraboles  obtenues  en  faisant  varier  l'angle  0  se  com- 
pose du  système  de  deux  circonférences  de  cercle  ; 

4"  De  démontF'er  que  toutes  ces  paraboles  sont  tan- 
gentes aux  axes  de  coordonnées  f 

5**  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec 
ces  axes  se  croisent  toutes  en  un  même  point. 

i"  Soient  a  et  ê  les  coordonnées  x^  y  du  point  S,  et 
K  la  projection  du  point  H  sur  Taxe  OX. 

Si  nous  projetons  sur  OD  le  contour  OKHAO,  il  vien- 
dra, en  posant  Oh  =  r, 

r  =  acosO  -+-  b  sin6. 
D'autre  part, 

OL  =  Oui  cos6, 

O  Ml  =  O  w  cosO  =  r  cos*6, 

Ou  =  Oh  cos 0  =  r  cos 6, 

(')   Le  lertnir  ost  prié  tic  fuirc  la  fiijurc*. 


(  i'-  ) 
d'où 

(i)  1  =  /•(•os'O. 

De  même 

S=  —  0(^1  smO=  —  Ov  sin*6, 

(a)  6  =  —  rsin'6. 

En  remplaçant  daus  les  égalités  (i)  et  (2)  /*  par  sa 

valeur 

a  cos6  H-  6sin6, 

on  aura  les  coordonnées  a,  ^  du  point  S,  en  fonction  des 
trois  constantes  a,  1&,  0. 

2**  Menons  du  point  S  la  perpendiculaire  S  i  à  la  droite 
DOE.  La  perpendiculaire  S  i  sera  Taxe  de  la  parabole 
dont  S  est  le  sommet,  et  DOE  la  directrice.  Le  foyer  F 
de  la  parabole  s^obtiendra,  en  prenant  sur  le  prolon- 
gement de  Taxe  iS,  à  partir  du  sommet  S,  SF  =  Si. 

Soient  x,^les  coordonnéesde  i,  et  X,  Yles  coordonnées 
de  F. 

On  aura 

ar  =  Otcos6     et    ^  =  Oesin0. 

Mais 

0 1  =  O  «1  —  u,\i 

=  rcos'6 —  Ml  S.  sin6  =  rcos*0  —  r(cos*0  sin6-f-sin'6)sin6, 

d'où 

O  t  =  /•  cos*  6  —  r  sin*  6  =  r  cos  a  6. 
Donc 

(3)  j?  =  rcosaôcosO, 

(4)  ^  =  rcosaO  sin6. 

Pour  déterminer  X  et  Y,  nous  avons  les  relations 

il  s'ensuit 

X  =  aa  —  a*  =      arcos'O  —  rcosaôcosO, 
Y  =  26  — y  =  —  ar  sin^ô  —  r  cosaOsinO, 
Ann.de  Mnthéinat,^  3*  série,  t.  II.  (Septembre  i883.)  27 


(  4i8  ) 

OU 

et 

^6)  Y=  — rsinO. 

Ces  dernières  relations  font  voîr  que  le  point  F  est  le 
symétrique  der  A,  par  rapport  à  OX  [*). 

Ou  aura  Téquation  de  la  parabole,  en  exprimant  que 
les  distances  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe,  au 
foyer  F  et  à  la  directrice  DOE,  sont  égales  entre  elles. 

L'équation  de  la  directrice  DOE  étant 

^cos6 — xiîinQ  =  o, 
l\^q nation  de  la  parabole  est 

(a- —  X)« -I- 0' —  Y )*  =  (j' cos 0  —  a- sin6)« 
ou 

{x  —  rcosO)*-!-  (y  -^  r  sinO)*  =  (y  cosO  —  jrsinO)*, 

ou  bien  encore 

(7)     (arcosO  -h y  sin6)*—  2/*(xcosO — ^sinO)  4-  r*  =:  o, 

équation  dans  laquelle 

r  =  a  cos6  -h  b  sin6. 
3"  Pour  avoir  Téquation  du  lieu  des  foyers,  il  faut 


(')   C'est  aussi  ce  que  montre  la  Géomélrie  élémentaire,  car  de 
Tégalité  supposée  OH'  =  OH  résulte  évidemment 


Oh'  —  Ohy    Op  =  huy    vv^  —  uu„     vu  —  v^u^  —  O/i. 


(  4.9) 
éliminer  B  enlre  les  équations  (5)  el  (6),  qui  donnent, 
on  reinplaçanl  r  par  sa  valeur  acosO  -H  6sinQ  : 

\  =  (acosO -t- 6  sin6)cos6, 

Y  —  —  (a  cos6  -i-  6  sin6)  sin6, 

X«-+-  Y»  =  (a cosO  -h  b  sinO)», 
et 

sinO        cosO  I  acas6 -4- A  sinO 


-V  X  /xrTTYt  a\-h\ 

D'où 

xa-Y*=liLi::i^'. 

(X»^«  Y»—  aX  4-  6 Y)(X»H-  Y«-f-  aX  —  bY)  =  o. 

Le  lieu  se  compose  du  système  des  deux  circonférences 
égales^  représentées  par  les  équations 

Xî-f-Yî-aX-h6Y  =  o, 
et 

X*-T-Y»-HaX  — 6Y  =  o. 

<  s 

.    4"  En  faisant  j)  =  o  dans  l'équation  (7),  on  ohlient 

ce  qui  montre  que  la  parabole  est  tangente  à  l'axe  des 
ir,  au  point 

r 

7  =  0,       X:^'. 


CQ.s6 

•  De  même  la  parabole  est  tangente  à  Taxe  des  y  au 

point 

r 

5**  L'équation  de  la  corde  des  contacts  de  la  parabole 
avec  les  axes  est 

— ^-i> 


cosB        sin0 
ou 

jTo^O    -  V  sînO  = /•  ^  rt  rosO -+- 6  siiiO, 


>  > 


(  4^^o  ) 

qui  peul  s  écrire 

(a?  —  a)  cos8  —  (y  -^à)  sin6  =  o. 

Sous  cette  forme,  on  voit  que  la  droite  de  contact  passe 
par  le  point  fixej:  =  a,^=:  —  ft,  qui  est  le  point  symé- 
trique de  H  par  rapport  à  Taxe  OX. 

Note.  —  La  question  de  Géométrie  analytique  du  Concours 
d'admission  à  l'Ecole  Centrale  (première  session  1882),  a  de  même 
été  résolue  par  M.  Barisien  ;  c'est  par  oubli  que  sa  solution  n'a  pas 
été  mentionnée  dans  le  numéro  de  juillet  dernier. 


ÉCOLE  mrrECBNIQUB  (CONCOURS  M  l«8l) 

(  Toir  3*  série,  t.  I,  p.  xag)  ; 

SOLUTION  DE  M.  Hbnri  CARTIER, 

Élève  du  lycée  d'Angoulème. 


On  donne  une  asymptote  d'une  hyperbole  et  un  point 
V  de  la  courbe.  Sachant  que  l'un  des  foyers  décrit  la 
perpendiculaire  menée  de  P  sur  V asymptote  considérée, 
on  demande  le  lieu  du  point  M  d'intersection  de  la 
seconde  asymptote  avec  la  directrice  correspondant  au 
foyer  donné. 

Je  prends  pour  axe  des  x  l'asymptote  donnée  AX,  et 
pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  PA  menée  de  P  i 
l'asymptote. 

Soient  a  l'ordonnée  mobile  AF,  du  foyer  F  situé  sur 
Taxe  des^,  et  p  l'ordonnée  AP  du  point  P, 

L'équation  générale  des  hyperboles  considérées  est 

a:* -h  (7  —  a)*  =  (a?  -H  nyY, 
et,  comme  elles  passent  par  le  point  P,  on  a 
(I)  (jD— a)=±/i/>. 


(  4a  I   ) 
La  seconde  asymptote  a  pour  équation 

(2)  (i  —  nX)y  —  inx  —  aa  =  o. 

L'équation  de  la  directrice  correspondant  au  foyer  F 
est 

(  3  )  X  -\-'  ny  =2  o. 

En  éliminant  n  ei  a  entre  les  équations  (1),  (2),  (3), 
on  aura  l'équation  du  lieu  géométrique  proposé. 
Les  équations  (3)  et  (i)  donnent 


y  ^\     y] 


En  remplaçant  /i  et  a  par  ces  valeurs  dans  l'équation 

(  2  ),  il  vient 

xr  4-j/'«—  %p(y^  x)  =  o.. 

Donc,  le  lieu  cherché  se  compose  de  deux  cercles  de 

rayon /7^,  passant  par  l'origine  A  des  coordonnées,  et 
dont  les  centres  ont  pour  ordonnée  p  et  pour  abscisses 
p  et  — p. 


Note,  -^  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Hertz,  élève  de 
Mathématiques  spéciales  au  Lycée  Condorcet. 

Solution  géométrique  de  la  même  question. 

Un  point  F  pris  arbitrairement  sur  le  prolongement  de  la  perpen- 
diculaire AP  à  l'asymptote  AX  donnée  peut  être  considéré  comme 
on  foyer  de  l'une  des  hyperboles  dont  il  s'agit  dans  l'énoncé  de  la 
question  proposée.  Et  si  AM  représente  la  directrice  correspondant 
à  ce  foyer,  et  PB  une  parallèle  à  l'asymptote  AX,  menée  de  P  et  ren- 
contrant au  point  B  la  directrice  AM,  on  aura 

PB  =  PF, 

d'après  une  proposition  connue  (').  Par  suite  l'angle  BFP  du  triangle 
rectangle  isoscèle  BPF  sera  de  ^â**. 

(*)  La  distance  d'un  point  quelconque  P  d'une  hyperbole  à  l'un  des 
foyers,  F,  de  cette  courbe,  est  égale  à  la  parallèle  à  l'une  des  deux 


(  4'-^-î  ) 

Gela  posé,  soit  KG  la  perpendiculaire  abaissée  du, foyer  F  sur  la 
directrice  AM,  le  quadrilatère  KGBP  étant  insrriptible,  les  angles 
BFP,  AGP  sont  égaux  :  donc 

AGP  =  /,ô«. 

En  outre,  si  l'on  désigne  par  M  le  point  d'intersection  de  la  seconde 
asymptote  de  l'hyperbole  et  de  la  directrice  AM,  et  par  R  le  point 
d'intersection  de  AF  et  d'une  parallèle  à  GP  menée  de  M,  on  aura 
évidemment 

AM  =  2AG,     AR  =  2AP, 
<'t  Tangle 

AMR  =  AGP  ^z  45». 

Donc  le  point  M  appartient  à  l'arç  du  segment  capable  de  4^% 
décrit  sur  la  droite  déterminée  AR. 

Mais  il  faut  observer  qu'il  y  a  deux  hyperboles  passant  par  le  point 
P,  et  dont  F  est  un  foyer,  et  AX  une  asymptote.  Ces  deux  hyperboles 
sont  symétriques,  l'une  de  l'autre,  par  rapport  à  la  droite  AF;  d'où 
résulte  finalement  que  le  lieu  du  point  M  se  compose  des  arcs  de 
deux  Segments  capables  d'un  angle  de  ^b%  décrits  ftur  la  droite  AR 
des  deux  côtés  de  cette  droite.  (G.) 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1391 

(  TOlr  8*  lérie,  t.  !«  p.  14a)  ; 

Pae  m.  Maurice  D'OCÂGNE. 

Soit  k  la  courbe  ens^eloppée  par  une  droite  de  lon- 
gueur constante  dont  les  extrémités  s'appuient  sur 
deux  droites  fixes.  Démontrer  que  toute  courbe  pa- 
rallèle à  k  peut  être  engendrée  de  la  même  façon. 

(Lagubrre.) 

ÂB  de  longueur  constante,  glissant  entre  OX  et  OY, 
enveloppe  k,  C  étant  le  centre  instantané  de  rotation, 
O,  A,  C,  B  sont  sur  une  même  circonférence  de  dia- 
mètre constant  égal  à  .  v^y'  ^^  tangente  correspon- 
dant à  la  courbe  parallèle  à  k  coupe  cette  circonfé- 
rence en  A'  et  B\  La  distance  de  A'B'  à  AB  étant 
constante  ,  les  arcs  AA'  et  BB',  et,  par  suite,  les  angles 
AOA'  et  BOB'  sont  constants^  les  droites  OA'  et  OB' 
sont  donc  fixes.  D'ailleurs 

A'  B'  AB 

=3  const. 


sinA'OB'      sinXOY 

Par  conséquent  A'B'  a  une  longueur  constante ,  et  le 
théorème  est  démontré. 

Note.  -^  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  J.  Mister,  profes- 
seur à  l'École  du  Génie  civil  de  Belgique. 


/  •    s   ^  ■ 


(  4^<i  ) 
Question  139(î 

^voii'  .1*  série,  I.  t,  p.  x*}*)i 

PÂii  M.  François  nORLÈTTl, 
logénieur  à  Milan. 

Intégrer  l'équation 

ax^  ajT 

(E.  Favquembeugue.) 

L'équalioii  caractéristique 

.r(i  —  x)r^ —  (i  —  'Àx)r  -h  i  —  3iF  -r-x*=  o. 

•  *  • 

coiTrespondaut    à    réquatioii  donnée  dans  laquelle   on 
remplace  le  second  membre  par  zéro,  est  satisfaite  par 

r  =  I  ; 

dn  conséquence,  Téquation 

ct^y^  '    (ly 

admettra  Tintégrale  particulière  jr=e^. 
Alors,  si  l'on  fait 

l'équation  proposée  devient 

(u')  "    -  -, 5  =  —  ^^^(1  —  .t). 

dx      x(\—x) 

L'intégrale  générale  de  Inéquation  (a)  c?st 
cl,  par  Féqualioiî  (i),  l'inlégralc  j^énéralc  de  Téqualion 


(  1-*:  ) 

proposée  disvieut- 

Â  et  B  étant  deux  coustautcs  arbitraires. 

Note.  —   La  même  question  a  été  résolue    pur  MM.  Lez,  (^Jiarlcs 
(Ihabanel  et  Wlaclirhir  Flabbé,  à  Odessa. 


Question  4H7 

(voir  r  »éTle,  t.  I.  p.  33|i  : 

Far  m.  Charles  CHABANliL. 

Le  nombre  p  étant  supposé  premier j  et   les  deux 

groupes, 

Ti,  /'î, . ..,  rp-\ 
et 

fortnant  deux  sjstèmes  complets  de  résidus  premiers 
par  rapport  au  module  p^  il  j  a  nécessairement  deux 
indices  différents  i  et  A",  tels  que  les  produits  riSi  et 
r/fSji  sont  congrus  par  rapport  au  module  p, 

(A.    HuRWlTZ.  ) 

Chacun  des  groupes 

'*!»  r^j  , , .  r^_i, 

est  identique,  h  Tordre  près,  au  groupe 

(l)  1.2.3.../?  — I, 

qui  contient  les  p —  i  entiers  premiers  et  inférieurs  à 
/;.  Il  s'ensuit  que  les  trois  produits 

*  « 

P   =  r.2.3. . .(/?  —  i), 

P     =  /*!  Tj.  .  .Tp-i. 
•       ^^  S\  S-i.  .  ,Sp_\ 

sont  éfçaux. 


(  f»8  ) 
Soit  ti  le  résidu  de  riSi  par  rapport  au  module  p,  tout 
produit  rs  étant  premier  à  pj  chacun  des  p  —  i  résidus 

(2)  <i,  ^î,. ..,  tp-i 

est  égal  à  un  entier  du  groupe  (i).  Nous  avons  main- 
tenant à  comparer  ces  résidus  entre  eux. 

A  cet  effet,  supposons  que  les  entiers  (2)  soient 
distincts  les  uns  des  autres  ;  le  groupe  qu'ils  formeront 
sera  alors  identique,  à  Tordre  près,  à  celui  (1),  et  leur 
produit  sera  égal  à  P.  Or  les  produits 

et 

r,«i  X  rtSt  X ...  X  rp-xSp_x 

sont  congrus  par  rapport  au  module  /?,  car  tout  facteur 
ViSi  du  second  produit  est  congru  au  facteur  correspondant 
ti  du  premier  produit.  L'hypothèse  que  nous  avons  faite 
a  donc  pour  conséquence 

P  =  7-1*1  X  Tt^j  X. .  .X  Tp-i^p-i    (rood/>), 
ou 

P  ^  n  rj . . .  Tp-i  X  *i *j . .  .*/»-!    (  mod  /?), 

ce  qui  donne 

P  =  P'P'    (mocl/>), 

ou  bien,  à  cause  de  P  =  P  =  P", 

P«=P    (mod/?). 

Mais  le  produit  P  est  évidemment  premier  au  module  \ 
cette  congruence  ne  peut  donc  subsister  sans  que  Ton  ait 

P=-f-i     (mod/>), 

congruence  impossible  quand  p^^j  car 

i.a.3..  .(jo  —  i)-f-i    ou    P  H- I 

est  divisible  par  le  nombre  premier  p  (théorème  de 
WiJson),  c'est-à-dire  que 

P  =  — I     (mod/?). 
Cette   impossibilité    prouve  que   les  résidus  (2)   ne 
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peuvent  pas  être  tous  distincts  les  uns  des  autres  :  en 
conséquence,  il  y  a  nécessairement  deux  résidus  qui  sont 
égaux  entre  eux.  Soient  U  et  tk  ces  résidus,  on  aura 

nSi^rjtSk    {modp). 

€•    Q.    F.    D. 

Noie,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc. 


Question  1429 

(TOlr  3*  lérle,  t.  I,  p.  it»); 

Par  m.  L.  B.,  à  Angers. 


\4/  I  ^q9  M  4?  ?2  £23  .... 


85  -4  75  s ••••      (Catalan.) 

8  25  48  81  120  "^ 


On  a  [Calcul  intégral  de  M.  Bertrand,  p.  a47) 

T(n)  =5limUL»— ; — r-ï—T .9 

^    '  ^  /i(n-i-i)(/n-2)...(/n- fx) 

OÙ  [X  est  un  nombre  entier  qui  augmente  indéfiniment. 
On  tire  de  là  facilement 


•G)= 


/M.  I  1.2. 5.  ■  «[A 


1.5.9.13. ..(4[ji-hi)' 

1 

tyL\.i ï  .2.  J.  .  .[X . 

^      3.7.ii.i5...(4h^-h3)' 


(I) 


j,/3\   I         i«,5*.9«.i3«.i7«...(4[x-+-i)* 

Mais  évidemment 

_  4.8.i2...4(|x  — 1) 

8.12.16.. .(4|x)       *^' 
ou 

i^^  ^_(5-^i)(9-i)...(4tx-3-i) 

^^  '"(7-HiKii-+-i)...(4|x-n-i)     '^^ 

quel  que  soit  le  nombre  entier  [x. 


(  /J3r.  .) 
\{n  inultipliatû le secoml  membre^ (le l'ë^jualiou  (a)  par 

. .  1 . . . ,  facteur  évidemment  égal  à  ruiiîté,  on  a 

.^.  ^_(5«-~i)(9«>^i).,.[(4fx>^3)«-i] 

Si,  enfin,  jeniûkiplie les  équations  (î)  et  (3) membre 
à  membre,  j'obtiendrai,  en  disposant  convenablement  les 
facteurs, 

[!aIZ     =  3*  ^izil  _2L  ^'-'    "' 
r(T)  I      «''    ^*    7*-i"    9*    ii»-^i  *"* 

ou  bien,  en  multipliant  par  -  pour  la  symétrie., 


M" 


=  8  5  —  ^  ~  — 
.   8  25  4»  8i   l'io 


•  •  ■  • 


C.    Q.    F.     U. 

Note.  —  La  même  queslioD  a  été  résolue  par  MM.  GojTartet  Çésaro. 


Question  1459  ' 

{io\t  3*  s^rie,  t.  Il,  p.  .136); 

Par  M.'E.  FAUQUEMBÈRGUB. 

Z^  cubed'un  nombre  entier  autre  que  l'unité  ne  peut 
être  la  somme  H  es  carrés  de  deux  nombres  entiers  coh^ 
sécutifs.  ' 

Soit 

(i)  ^'— J?*-»-(ar-hi)*, 

où  x  et  j^  représentent  des  nombres  entiers. 
De  Téquation  (i)  on  déduit  successivement 

875=î6a^«-i-i6ir-h8  =  (4.r  h- 2)*-f-  î. 
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4«t  eu  pQsa ht 

),y  =:z  Y      cl     ir  -h  ,*  —  \,  ^  .     ' 

II  vient 

Maïs  îl  est  démontré  clans  la  Tlièorie  des  nombres 
cltî  Lf •gendre  (3®  édition,  i83o,  t.  II,  p.  12)  qu'une 
équation  telle  que 

n"* admet  que  les  deux  solutions  entières 

Y  =  2,     X  r=  2     et     Y  =  5,    X  =  iï. 

Par  suite,  les  relations  2j  =5  Y,  4^  +  2  ff  Xdevîenuent 

aj  =  2,    4^-^- 21  =  2,  •  ^ 

ou 

.  l'y  ='  5,     4  ^  -^  2  =  11. 

Le  premier  système  donne 

,  .  #  .      .  .  •  V 

•  •      r      ■       •  « 

V  z=  1      ir  :;=  o  ; 
et  le  second,  les  valçi^rs  fr^Qtiouxiaires 

a        •         4  î        *       ,      .    "    • 

ponc  Téquation  .     .  ,         •. 

^  ,    - .  .     '  •  '.■'"' 

(i)    .  .  7»=a?«+(^-4-i)* 

'  '     ,  ...--■ 

ne  peut  être  vérifiée,  en  nombre^  entiers,  que  pv  J^5=  i 
et  j:  =  o.  c  Q.  t'.  u. 

4M.'.  ;   a..;.,   ..f ■■   ,:'.■    ■■..■r;    &■  .1  '■■!  t;  ■...:.'.■  a.ii  ii    .i  î    J^t^t  i   "  ; 

QBESTIOBIS. 


1469.  B,  i  étant  des  nombres  entiers,  la  quantité 

2  /a?  -\-  b^      . 

est  la  somme  de  deux  carrés,  et  aussi  la  somme  de  trois 
ca rrés  (  //  ^  a  ) .  (  K .  Catalan  .  ) 
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1470.  i^  a  étant  un  nombre  entier  positif,  il  y  a, 
entre  les  carrés  des  entiers  consécutifs  a  et  a  4-  i  ^  au 
moins  un  triangulaire  et  deux  au  plus. 

2°  Le  nombre  des  carrés  d'entiers  compris  entre  deux 
triangulaires  consécutifs  est  nul  ou  égal  à  l'unité. 

3^  a  étant  un  entier  positif,  si  le  nombre  des  trian- 
gulaires compris  entre  (a-hi)*  et(a-4-a)*  est  égal  à 
deux,  le  nombre  des  triangulaires  compris  entre  a^  et 
(a  +  i)^,  ainsi  que  celui  des  triangidaires  compris  entre 
(a  -f-  i)*  et  (a  -f-  2)*,  égalera  Tunité. 

Voici  un  premier  exemple  de  la  vérification  de  ces 
énoncés  : 

i«,  3,  a«,  6,  3«,  10,  i5,  4',  ai,  5«,  a8,  6». 

(LiONHET.  ) 

1471.  On  donne,  dans  un  hexagone circonscriptible  à 
un  cercle,  les  longueurs  dea  trois  diagonales  qui  unissent 
les  sommets  opposés  :  construire  cet  hexagone,  sachant 
que  ces  trois  diagonales  sont  respectivement  parallèles  à 
trois  côtés  de  Thexagoûe,  deux  quelconques  de  ces  côlés 
n^étant  pas  consécutifs.  (E.  Lemoine.  ) 

1472.  Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  ABC,  et  i  le  point  d'intersection  des  trois 
hauteurs  du  triangle  ;  prouver  : 

i^  Que  la  distance  de  O  à  Tun  quelconque  des  côtés 
est  la  moitié  de  la  distance  de  i  au  sommet  opposé  à  ce 
côté;  et  de  là: 

2"  Que  Oi  est  la  résultante  des  trois  forces  égales  OA, 
OB,  OC.  (Sylvester,  F.  R.  S.) 

(Extrait  du  journal  anglais  The  educational  Times;  août  i883). 

RECTIFICATION. 


Question  1405,  au  lieu  de  x  —  -4=r'  Osez  x  —  -^ ^ 
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KOTE  SUR  LES  PERMUTATIONS  DE  n  OBJETS 
ET  SUR  LEUR  CLASSEMENT; 

Par  m.  J.  BOURGET. 


1.  On  peut  classer  de  diverses  manières  les  permuta- 
lions  en  nombre  P»  de  n  objets  numérotés 

1234     •  •  •     '^• 

J'ai  fait  connaître  en  1871,  dans  les  Nouvelles  An- 
nales de  Mathématiques,  un  premier  mode  de  classifica- 
tion: c'est  celui  qui  résulte  du  procédé  classique  employé 
pour  les  former  et  en  compter  le  nombre.  J'en  ai  indiqué 
un  autre  plus  commode  dans  le  journal  de  Mathéma- 
tiques élémentaires  (  année  1 88 1  ) .  Ces  deux  modes  de 
classification  permettent  tous  deux  de  résoudre  facilement 
les  deux  problèmes  suivants  : 

1°  Tvouxfer  directement  et  isolément  une  permuta- 
tion de  rang  donné; 

2°  Trouver  le  rang  occupé  par  une  permutation  don- 
née dans  la  classification  adoptée. 

Mais  aucune  des  deux  ne  permet  de  trouver  \di  for- 
mule Au  rang  occupé  par  un  élément  déterminé  dans  la 
permutation  de  rang  donné  p. 

Je  propose  dans  cette  INote  un  nouveau  mode  de  clas- 
sification des  permutations,  différent  des  deux  précé- 
dents, qui  conduit  facilement  à  la  solution  de  ce  problème 
difficile.  Ce  nouveau  mode  de  classification  consiste  es- 
sentiellement dans  le  partage'  des  permutations  en 
groupes  de- permutations  circulaires. 

^.   Considérons,  par  exemple,  une  permutation  de  six 

Ann.ite  Mucfiémat.,  3*  série,  t.  II.  (Octobre  iH83.)  28 
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objets 

9.     4     6     ■     ^     ^' 

Plaçons  le  dernier  objet  au  commencement,  nous  au- 
rons 

5       2       4       6       I       ^1 

puis  opérons  de  même  sur  ce  résultat^  nous  obtiendrons 
le  tableau  des  permutations  suivantes  : 


a 

4 

6 

I 

3 

5 

5 

2 

4 

6 

I 

3 

3 

5 

2 

4 

6 

I 

1 

3 

5 

•1 

4 

6 

6 

I 

3 

5 

2 

4 

4 

6 

1 

3 

5 

2 

2 

4 

6 

I 

3 

5. 

On  voit  qu'après  la  sixième  permutation  on  retombe 
sur  la  première  et  tout  recommence  dans  le  môme  ordre. 
Ces  diverses  permutations  sont  dites  circulaires^  parce 
que,  si  les  objets  sont  placés  sur  une  circonférence  dans 


le  sens  du  mouvement  des  aiguilles  d'une  montre,  on 
obtient  les  divers  résultats  du  Tableau  précédent  en  li- 
sant, dans  le  sens  indiqué,  les  nombres  placés  sur  la  cir- 
conférence et  en  changeant  chaque  fois  d'origine,  par 
une  rétrogradation  d'un  rang  par  rapport  à  l'origine  de 
la  lecture  précédente. 
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3.  Théoeème  I.  —  Toute  permutation  de  n  éléments 
fait  partie  d*un  groupe  de  permutations  circulaires  et 

la  première  permutation  du  groupe  peut  être  celle  qui 
commence  par  i. 

Ce  théorème  est  évident,  d'après  ce  que  nous  venons 
de  dire. 

4.  Théorème  II.  —  Chaque  groupe  de  permutations 
circulaires  de  n  éléments  contient  n  permutations. 

En  eÛet,  si  Ton  suppose  les  objets  écrits  sur  un  cercle, 
chacun  des  n  objets  sera  pris  successivement  comme  ori- 
gine. 

5.  Théorème  III.  —  Dans  le  nombre  Vn  des  permu- 
tations de  n  objets,  il  j  a  autant  de  groupes  de  n  per- 
mutations circulaires  qu'il  y  a  de  permutations  den  —  i 
objets. 

En  eflet,  considérons  l'un  quelconque  des  types  de  per- 
mutations circulaires  de  n  objets  (permutation  dont  le 
premier  objet  est  i),  dans  lesquels  se  décompose  le 
nombre  total  des  permutations  de  n  objets.  L'ensemble 
des  éléments  qui  suivent  (i)  constitue  l'une  des  permu- 
tations de  72  —  I  objets  et  il  y  aura  autant  de  tjpes  de 
permutations  de  n  objets  qu'il  y  a  de  permutations  diffé- 
rentes des  (/i  —  i)  objets  (2,  3,  4^  . .  .,/2  —  i,  /z),  c'est- 
à-dire  P„_<.  D'ailleurs,  chaque  permutation  type  donne 
n  permutations  différentes  et  circulaires  :  donc 

On  tire  de  là  facilement 

Nous  supposerons,  pour  faire  image ,  que  cliacun  des 
types  de  permutations  de  Yi  objets  soit  écrit  sur  la  circon- 
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férence  d'un  cercle.  Nous  aurons  donc  P^_j  cercles  dif- 
férents donnant  les  groupes  de  permutations  circulaires 
dans  lesquels  on  peut  décomposer  les  permutations  de 
n  éléments.  Nous  les  nommerons  cercles  (i). 

6.  Corollaire,  —  On  classera  les  permutations  des 
{n  —  i)  éléments  (a,  3,  4;  •  •  •  >  'ï)  comme  on  a  classé  les 
permutations  de  n  éléments  en  groupes  de  permutations 
circulaires.  Chaque  groupe  est  donné  par  un  cercle  (2)5 
il  y  aP„_2  cercles  (2). 

Les  Pn_2  permutations  des  n —  si  objets  (3,  4>  •  •  •  ^  **) 
seront  classées  de  la  même  manière  en  groupes  de  permu- 
tations circulaires  donnés  chacun  par  un  cercle  (  3  )  ;  il  y 
aura  P«_3  cercles  (3),  etc. 

On  arrivera  ainsi  à  classer  les  permutations  des  trois 
objets  [n  —  2,n  —  i^w)  en  groupes  de  permutations 
circulaires,  donnés  chacun  par  un  cercle  [n  —  2);  il  y 
aura  deux  cercles  (tï  —  2). 

Enfin,  il  n'y  a  qu'un  cercle  («  —  i)-,  car  P,  ==  i.  11 
donnera  les  permutations  des  deux  objets  [n  —  1,1). 

7.  Problème  I.  —  Former  par  ordre  toutes  les  per- 
mutations de  n  objets, 

La  classification  précédente  conduit  a  une  solution  très 
simple  de  ce  problème. 

1°  Le  cercle  [n  —  1)  donne  les  permutations  des  deux 
objets  [n —  i),  n, 

2°  Pour  former  les  Pa  cercles  n  —  2,  nous  plaçons 
successivement  sur  des  cercles,  à  la  suite  de  Tobjet  n  —  2, 
les  permutations  données  par  le  cercle  précédent. 

3**  Pour  former  les  P3  cercles  n  —  3,  nous  placerons 
successivement  sur  des  cercles,  à  la  suite  de  Tobjet  n  —  3, 
les  permutations  données  par  les  cercles  (n  —  2)  précé- 
dents, etc. 
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II  n'est  pas  besoin  d'ailleurs  de  se  servir  de  cercles; 
nous  n'employons  cette  expression  que  pour  faire 
image. 

Les  cercles  (i)  étant  formés,  nous  aurons  toutes  les 
permutations  classées  par  groupes  de  permutations  cir- 
culaires. 

8.  Exemple.  —  Former  toutes  les  permutations  de 
quatre  éléments, 

I  **  Le  cercle  (  3  )  nous  donne  les  deux  permutations 

3    4       4    3. 

a**  Les  deux  cercles  (a)  sont  donc  (a34)i(2  4  3). 
Us  nous  donnent  les  six  permutations 

2  3     4        a    4     3 
4    2    3        3    2    4 

3  4    3        4    3    2 

3"  Les  cercles  (  i  )  sont  donc 


I 

2 

3 

4 

1       2 

4 

3 

I 

4 

2 

3 

I     3 

2 

4 

I 

3 

4 

2 

I    4 

3 

2. 

Ils  nous  donnent  les  permutations  des  quatre  éléments 
rangés  par  ordre  et  par  groupes  de  permutations  circu- 
laires 

1234  i423  i342  1243  i324  1432 

4123  3i42  2i34  3124  4i32  2143 

3412  23i4  4^i3  43i2  24i3  3214 

2341  423i  3421  2431  324t  4321. 

9.  Problème  II.  —  Tromper  une  permutation  de  rang 
donné  p  dans  ce  mode  de  classijïcation. 

Chaque  cercle  (1)  donne  n  permutations  *,  si  donc  nous 


(  438  ) 
divisons  p  par  /i,  ce  qui  donnera 

nous  en  conclurons  que  la  p''^*"''  permutation  est  donnée 
par  le  cercle  (i)  de  rang  Q,,  -h  i ,  et  qu'elle  est  la  RJ  de 
ce  cercle. 

Mais,  pour  que  cette  conclusion  soit  générale,  il  faut 
faire  la  division  de  manière  que  R;,  ne  soit  jamais  nul. 
R;,  peut  donc  prendre  Tune  quelconque  des  valeurs 
(i,  a,  3,  ...  72 ),  mais  il  ne  peut  pas  être  zéro.  Q»  peut 
être  nul.  En  effet,  supposons  que  p  contienne  n  exacte- 
ment, nous  poserons 

p  =  /iQ/t-h  /l. 

La  permutation  de  rang  p  se  trouvera  bien  dans  le 
cercle  (i)  de  rang  Q«-h  i  et  elle  sera  bien  la  w**"""*  de  ce 
cercle.  La  règle  donnée  précédemment  est  conservée; 
elle  ne  le  serait  pas,  si  nous  avions  fait  la  division  avec 
le  reste  zéro. 

Nous  voilà  ramenés  à  trouver  le  cercle  (i)  de  rang 
Q«-h  I .  Mais  ce  rang  n'est  pas  autre  chose  que  celui  de 
la  permutation  des  n  —  i  éléments  (2,  3,  ...  n)  qu'il 
faut  placer  à  la  suite  de  (i)  pour  former  le  cercle  (i)  en 
question.  Nous  opérerons  donc  sur  Q«+  i  comme  nous 
avons  opéré  sur  p,  et  nous  poserons 

R„_,  étant  l'un  des  nombres  (1 ,  2,  . . .  «  —  i). 

Cette  égalité  nous  montre  que  la  permutation  de  rang 
Q;,  -f- 1  des  n  —  i  éléments  (  2,  3,  . .  . ,  «  )  est  donnée  par 
le  cercle  (2)  de  rang  Q/i_i4-i  et  qu'elle  est  ja  R^_j 
de  ce  cercle. 

Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  trouver  le  cercle  (2)  de 
rang  Qn_i-h  1.  Or  ce  rang  est  celui  de  la  permutation 
des/i — 2  éléments  (3,  47*  •  •'î)  qu'ilfautplacerii la  suite 
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de  (a)  pour  tormer  le  cercle  (a)  en  question.  Nous  opé- 
rerons donc  sur  Q,i_i  +  i  comme  sur  p  et  nous  poserons 

Q/i-i -h  I  =  (/i  —  a) Q„_î -f-  R„_,. 

En  raisonnant  toujours  de  la  même  manière,  nous 
aurons  les  égalités  successives 

Q«-î -M  =  ( /i  —  3  )  Q„-3 -4- R«-3, 

Q«-3 -4- 1  =  ( /i  —  4  )  Q«-* -^  R«-*, 


Q3-i-i  =  aQj-hR^ 

R2  n'étant  pas  nul,  mais  égal  à  Tun  des  nombres  1,2. 

Cette  dernière  égalité  nous  apprend  que  la  permuta- 
tion à  prendre  des  deux  éléments  [n  —  i,  n)  de  rang 
Q3 -f- 1  est  donnée  par  le  cercle  [n  —  i)  de  rang  Q2 -f-  i , 
et  qu'elle  est  la  R^  de  ce  cercle.  Comme  il  n*y  a  qu'un 
cercle  n  —  i ,  il  faut  que  Q2  -h  i  =  i  :  donc  Q2  =  o. 

Nous  poserons  enfin,  pour  la  symétrie, 

et  Ton  aura  R^  =  1 .  D'ailleurs,  Q2  étant  nul,  Qi  est  nul 
aussi. 

Après  ce  travail  préparatoire,  on  a  la  permutation  des 
deux  éléments  [n —  i,  n)  qu'il  faut  connaître  pour  for- 
mer le  cercle  [n  —  2)  dont  on  a  besoin.  Après  avoir 
formé  ce  cercle,  R3  fait  connaître  la  permutation  circu- 
laire qu'il  faut  prendre  pour  former  le  cercle  (n — 3). 
Après  avoir  formé  ce  cercle,  le  reste  R4  nous  apprend  la 
permutation  circulaire  à  prendre  pour  former  le  cercle 
suivant  [n  —  4)»  etc. 

Enfin  nous  formons  le  cercle  (1),  et  le  reste  R,,  nous 
apprend  quelle  est  la  permutation  cherchée  dans  ce 
cercle. 
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10.  Exemple.  —  Trouver  la  cinq  cent  cinquante^ 
cinquième  permutation  des  six  éléments  (i  ,2, 3, 4)^9  6)* 

Nous  obtenons  dans  ce  cas 


Cercle  (i) 

555  =  6.92  H-  3, 

>>      (î^) 

93  —  5.18-T-3, 

»      (3) 

19  =  4.4    -+-3, 

»     (4) 

5  =  3.1    H-  2, 

»      (5) 

2  =  2.0    -+-  2, 

I   =    I.O     M-  I. 

i"  Dans  le  cercle  (5);  qui  est  (56),  je  prends  la 
deuxième  permutation  65  ; 

2^  Le  cercle  (4)  sera  (465)^  je  prends  la  deuxième 
permutation  (546)^ 

3®  Le  cercle  (3)  sera  - — ^;  je  prends  la  troisième 

,  ,.       (4635) 
permutation 


2      ' 


4°  Le  cercle  (2)  sera  (24635)^  je  prends  la  troisième 

permutation  (35246)  -, 

5"  Le  cercle  (i)  sera  (i35246)^  je  prends  la  troisième 

permutation 

4    6    I     3    5    2 

et  j'ai  la  cinq  cent  cinquante-cinquième  permutation 
demandée. 

1 1 .  Problème  IIL  —  Trouver  Informulé  du  rang  de 
chaque  élément  dans  la  permutation  de  rang  p. 

Ce  problème  paraît  inextricable  avec  les  deux  autres 
modes  de  classification  que  j'ai  donnés  \  on  peut  le  ré- 
soudre facilement  comme  il  suit  dans  le  nouveau  mode. 

1°  Le  dernier  reste  R|  =  i  indique  (ce  qui  est  évi- 
dent) que  Télément  n  occupe  le  rang  i  dans  la  permu- 
tation unique  qu'il  forme  ; 

2®  Nous  formons  le  cercle  [n  —  i)  en  plaçant  cet  élé- 
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ment  n  à  la  suite  de  n  — i  :  nous  obtenons  (n  — 1)71.  On 
voit  que 

L'élément  n  —  1  a  pris  le  rang i 

»  n  »  Ri  4- 1 . 

Puis  nous  prenons  la  R^  permutation  circulaire;  le 
rang  de  chaque  élément  augmente  de  Ra  —  1  unités; 
donc 

L'élément  n  —  1  prendra  le  rang Rt 

»  n  »  Ri  +  Rf. 

Mais  le  dernier  élément  n  de  la  permutation  type 
(tz — i]nne  peut  pas  augmenter  de  rang;  en  d'autres 
termes,  cette  augmentation  revient  à  son  passage  au  pre- 
mier rang.  Si  donc  on  trouve  Ri  +  R*  supérieur  à  a, 
on  devra  ôter  a  et  le  reste  indiquera  sa  place  au  premier 
rang. 

3°  Plaçons  la  permutation  formée  des  deux  éléments 
[n  —  I ,  /i)  à  la  suite  de  {n —  2);  nous  formerons  le  cercle 
n  —  2,  et  dans  ce  cercle 

n  —  2  occupera  le  rang i 

n  —  I  »  Rj-Hi 

n  »  Ri  -t-  Rj  4- 1 . 

Prenons  maintenant  la  R^  permutation  que  donne  ce 
cercle  ;  le  rang  de  chaque  élément  augmentera  de  R3  —  i 
et  après  cela 

n  —  2  aura  le  rang R3 

n  —  I  »  Rj  -f-  Rj 

n  »  Ri  -{-  Ri  -I-  Ra . 

Mais  aucun  de  ces  éléments  ne  peut  avoir  un  rang  su- 
périeur à  3.  Or,  R3  étant  au  plus  3,  il  n'y  a  aucune  cor- 
rection à  faire  à  la  première  formule.  Ra-f-Rs  ne  peut 
pas  surpasser  5,  mais  il  peut  surpasser  3  :  on  retran- 
chera 3  si  cela  a  lieu.  R^  +R2  doit  être  diminué  de  2, 


(  442  ) 

s'il  y  a  lieu  ^  Ri  rh  Ra  +JR3  ne  peut  pas  surpasser  5,  mais 
peut  surpasser  3  :  on  le  diminuera  de  3,  s'il  y  a  lieu.  En 
général^  dansj^le  calculMe  la  somme  des  restes,  on  dimi- 
nue, s*il  y  a  lieu,  chaque  fois  une  somme  trouvée  de  Tin- 
dice  du  dernier  reste  employé. 

4°  Plaçons  la  permutation  formée  des  trois  éléments 
{n  —  2, 71  —  i ,  n)  à  la  suite  de  [n  —  3)5  nous  formerons 
le  cercle  (/i  —  3),  et  dans  ce  cercle 

n  —  3  occupera  le  rang i 

n  —  2               »               Rs  -H  I 

/i— I               »               Ri-f-RsH-i 

n                     »               Ri-f- Ri-H  Rs-4-i. 

Nous  prenons  dans  ce  cercle  la  RJ  permutation  circu- 
laire. Le  rang  de  chaque  élément  augmente  de  R4 —  i, 
sans  pouvoir  surpasser  4^  dans  cette  permutation  nou- 
velle 

n  —  3  occupera  le  rang R^ 

n  —  a               »               R3  -f-  R4 

n  —  I               »               Rj-f-Rs-hR^ 

n                      »               Ri-+- Ri-h  R3-+- R4. 

On  calculera  ces  sommes  avec  les  pr^autions  que  j'ai 
indiquées  précédemment. 

La  loi  est  évidente^  nous  trouverons  donc  que,  dans  la 
permutation  de  rang  p, 

1  occupera  le  rang..  R^ 

2  »  ..  R„_i-f  R» 

3  »  ..  H,^ -j-}- Rrt-iH- R« 

4  »  ••  R/i-3  -^  R/i-2  -^  R/i  1  -^  R« 

n  »  ..     Ri~i-  Rj-+-...M-  Rrt-3 -+-  Rrt-2 -H  R«-i  -I-  R/i 

Nous  n'oublierons  pas  que  dans  lecalculde  ces  diverses 
sommes  les  restes  doivent  être  pris  dans  Tordre  des  in- 
dices croissants  et  que,  arrivé  à  un  reste,  si  la  somme  ob- 


' 
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tenue  surpasse  Tindice,  on  la  diminue  de  cet  indice  avant 
de  continuer. 

12.  Exemple.  —  Trousser  le  rang  de  chacun  des  six 
éléments  dans  la  cinq  cent  cinquante-cinquième  per^ 
mutation  de  six  éléments. 

Dans  ce  cas 

R6  =  3,     R5  =  3,    Rt=3,    Rs=a,     R2  =  2,     Ri  =  i. 

Formons  le  tableau  suivant  : 

I  occupera  le  rang 3 

a  »  3-+-3 

3  »  3^  3  ^3 

4  »  2-}-3-i-3-h3 

5  »  2-f-2-i-3-4-3-i-3 

6  »  .i_^2-f-2  +  3-+-3-+-3. 

Puis,  en  exécutant  les  calculs  avec  les  précautions  in- 
diquées ci-dessus,  nous  trouverons  que 

I  occupera  le  rang 3 

a  »>  6 

3  »  4 

4  »  ' I 

5  »  5 

6  »  2 . 

Donc  la  cinq  cent  cinquante-cinquième  permutation 

demandée  est 

4    6     I     3    5    a  c.  Q.  F.  T. 

13.  Problème  IV.  — Etant  donnée  une  permutation, 
troui^er  son  rang  dans  la  classification  adoptée. 

Désignons  par 

A|,     Aj,     A3,      . . . ,     A/i, 

les  rangs  donnés  occupés  par  les  éléments 

If         ^%         3^         «••)         '»  • 
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Nous  résoudrons  les  équations 

R/i-l-f-  Rn=  Aj, 

R«-2  ■+•  Rn-l  -f-  Ri»  =  Aj, 

Rn-3  H-  R/»-i  -f-  R«-i  H-  R»  =  A^, 

» 

Ri  -^  Ri  -h  R3  -h ...  4-  R/t— 3  -h  R/j— j  -+-  R/i-1  +  R/»  =  A». 

Nous  en  déduirons  les  divers  restes  Ri,  R29  •  •  -^  R/|. 
Dans  cette  résolution,  il  faudra  remarquer  que  chaque 
reste  est  positif,  différent  de  zéro  et  au  plus  égal  à  son 
indice.  Les  soustractions  successives  auquel  les  on  sera 
conduit  devront  s'effectuer  toutes  :  on  ajoutera  donc  l'in- 
dice si  cela  est  nécessaire,  et  cela  sera  nécessaire  si  le 
résultat  trouvé  est  négatif.  On  n'oubliera  pas,  pour  se 
guider  dans  les  calculs,  qu'on  fait  ici  l'opération  inverse 
de  celle  qui  a  été  indiquée  dans  le  problème  précédent. 

Les  restes  successifs  R/2,  R/i_i,  .  • .,  ^2^  R«  étant  trou- 
vés, on  pourra  en  déduire  les  quotients  successifs  et  par 
suite  p,  au  moyen  des  équations 

P  =  /iQ«H-R«, 

Q/i=(/l—  l)Qn-i-^R«-i— I, 

Q„_i  =  (n  —  2)  Qrt-î-+-  Rn_,—  I, 


Q3  =  2Qj-hR,-I, 

Qi  =  iQi-+-Ri-i. 

De  ces  formules,  on  peut  d'ailleurs,  si  l'on  veut,  tirer  p 
en  fonction  des  restes.  On  obtient 

p  =  R„-Hn(R„-,  — i) 

-i-  n(n  —  i)(R/i-j— i)-4-  n(n  —  i)(/i  —  2)(R«_s— i)-h... 

-h/l(7l  —  l)(/l  —  2)...3(R2 — i). 

14.  Exemple.  —  Trouver  le  rang  de  la  permutation 
de  six  éléments  4?  69  i^  3?  5,  2. 


(443  ) 

Nous  avons  à  résoudre  les  équations 

Re=3, 

Rj-f-  Rf  =  6, 

R4  -h  Rj -H  Rfi  =  if 

R,-hRtH-RiH-R«=  I, 

Ri  -4-  Rg  -4-  R4  -{-  Rj  -t-  Rj  =  5, 

Rl+ Ri-^  RsH- R*-H  RsH- Re=  a. 

Nous  en  concluons 

R6=3, 

R5=  3, 
R4=3, 

R3=2, 
Ri  =2, 

Ri=  I, 
d'où 

p  =  3-i-6.2-f-6.5.ft  +  6.5.4.i-H6.54«3.i  =  555. 

C.  Q.  F.  T. 

15.  Théorème  IV.  —  Deux  systèmes  de  restes  con^ 
jugués  donnent  deux  permutations  conjuguées  à  égale 
distance  des  extrêmes. 

Le  reste  Rp  est  Tun  des  nombres  i ,  2,3,  •  •  •  ^  p  —  2, 
p — 1,/7.  Deux  de  ces  nombres  à  égale  distance  des 
nombres  extrêmes  i,  p  se  nomment co/i/iig'uef.  Donc,  si 
R^  représente  le  reste  conjugué  de  Rj,,  on  aura 

Rp-f-Rp=/>H-i. 

Soît  un  syslème  de  restes 

R/»>    Rn-i>    R/i-i»     •••>    Rj»    Ri» 

le  rang  p  de  la  permutation  correspondante  sera 

p  =  Rn-H/l(Rrt_i— i) 

-H  /l(n  —  l)(  R„   j—  1)  -H...-4-  /îf  Al     -  l)(/2  —  9.)...4-3(Rj — 1). 
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Prenons  les  restes  conjugués 

R'       p'  n'  R'      n' • 

le  rang  p'  de  la  permutation  correspondante  sera 

-4-  /i(/i  — i)(/i  —  2).  ..4.3(R',  —  i), 

ou  bien 

p'=i-+-/i  — R|,-i-/i[n— R«_i— i]-hn(/i--i)[/i— I— R/j-i— i]-f-... 
-\-  n{n  —  i)(/i  —  a). . .  4-3[3  —  Rj — i] 
=  1-1-  /H-  n(n  —  I  —  i)-h/i(/i  —  i)(/i  —  a  —  i)-i-... 
-hn(/i  —  i){n  —  a). ..4. 3(2  —  i) 
—  [R„-f-/i(R«_i— i)-f-/i(/i  — i)(R„_,--i)-h... 
/i(n  —  i)(n  —  2). . .  4-3(Rt —  i)]. 


Mais  on  a  Tidentitë 

n-\-  n(n  —  i  —  i)  -h  n(n  —  i)(/i  —  2  —  i) 

-f-  /i(/i  —  i)(/i  —  2)(n —  3 — i)-i-. . . 

-f-7i(/i  —  i). .  .4.3(2  —  i)  =  1.2.3. ..  n, 
donc 

p'=  I  -+- 1 .2.3  . . .  n  —  p 
ou  bien 

p  -H  p'  =  H-I.2.3  .. .  /i, 

ce  qui  prouve  que  les  deux  permutations  obtenues  par 
deux  systèmes  de  restes  conjugués  sont  à  égale  distance 
des  extrêmes  dans  notre  classification. 

16.  Théorème  V.  —  Deux  permutations  conjuguées 
à  égale  distance  des  extrêmes  ont  leurs  éléments  dis^ 
posés  en  ordre  inverse,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  ont 
leurs  éléments  de  même  rang  conjugués. 

En  effet,  la  formule  de  l'élément  quelconque  n  -h  i  — p 
dans  la  permutation  conjuguée  d'une  première  est  don- 
née par  la  somme 
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calculée  avec  les  précautions  indiquées  au  n^  13.  Rem- 
plaçons R^,  T^';,4.n  •  •  •  P^'*  leurs  valeurs,  nous  aurons  la 
formule 

(/?  -+- 1  —  R,,)  -+-  Qd  -i-  2  —  R;,^-,  )  -  h  (/>  H-  3  —  Rp+j) 

-T-  (/?  -f-  4  —  R,,4-3)  -\  ..,  h{n-r-i—  R„). 

Pour  calculer  cette  expression,  nous  ajoutons  les  deux 
premières  parenthèses.  Si  leur  somme  est  inférieure 
àp-h  I,  c'est  que  la  somme  R;?-{-R/j+i  est  supérieure 
à  />  4-  i;  dans  ce  cas,  on  peut  mettre  la  somme  de  ces 
deux  parenthèses  sous  la  forme 

p^'i  —  lRp-h  Rp+i  —  (/?  -h  I )] 
ou  bien 

/>^-2  — (Rp-hRp-ui), 

le  trait  horizontal  indiquant  que  cette  somme  est  faite 
conformément  aux  règles  suivies  dans  le  n°  13.  Si  1  a  somme 
des  deux  parenthèses  est  supérieure  à  /?  -h  i ,  il  faut  lui 
retrancher /7  -H  i ,  et  dans  ce  cas  elle  se  réduit  à 

car  R^-h  R^+i   sera  au  plus  égal  à  /:?  -f-  i . 

Ajoutons  maintenant  la  troisième  parenthèse.  Si  la 
somme  est  inférieure  à  p  4-  a ,  c'es  t  que  R^  -t-  R^^.  i  -h  R/>+2 
est  supérieure  à  p  -f-  a  :  donc 


R//-H  Rp-Hi  H-  RpH-2  =  Rp-H  R/j-Hi  -T-  RpH-j  —  (/?  -h  a). 
D'ailleurs  on  a 

/>  -f-  2  —  (R^ï-t-RphT^)  4-  (/>  -t-  3  —  Rp-Hï) 

=  p  -h  3  —  [r^-t-  Rp+i-f-  Rp-Hj—  (p  -+-  a)]  : 


donc 

(/?  -M  —  Rp)  -t-  (/?  -H  2  —  Rp-Hi  )  -H  (/?  +  3  —  Rp+ï) 

=  /7  -I-  3  —  LR/i  -h  Ry»-i-t  -r-  R/j-HîJ  • 

Si,  en  ajoutant  la  troisième  parenthèse,  nous  obtenons 
une  somme  supérieure  à  /?  -h  2 ,  il  faut  retrancher  p  -h  a 
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et  il  nous  reste  finalement  encore 

/?  -+-  3  —  L^/»"^  ^p-hi  -+-  R/>-»-îJ« 
En  continuant  à  raisonner  de  la  même  manière,  nous 
arrivons  enfin,  pour  la  formule  du  rang  de  l'élément 
n  +  i — p,  à 

Donc  l'élément  n  H- 1  —  /?,  qui  occupait  dans  la  pre- 
mière permutation  le  rang 


R/>  -+-  R/>-t-j  -h . . .  -+-  R/i , 
occupera  le  rang 

/i  -+- 1  —  LR/j  •+-  Rp-4-i  -f- . . .  -h  R/iJ . 

Ces  deux  places  sont  également  éloignées  des  places  ex- 
trêmes. 

Il  résulte  de  là  que  la  permutation  conjuguée  n'est 
pas  autre  chose  que  la  première  lue  en  ordre  inverse  de 
droite  à  gauche. 

On  peut  vérifier  ce  résultat  sur  Tensemble  des  permu- 
tations de  quatre  objets  que  nous  avons  formées.  Le  théo- 
rème que  nous  venons  de  démontrer  réduit  à  moitié  le 
nombre  des  opérations  à  faire  pour  former  toutes  les 
permutations  de  n  éléments. 

17.  La  solution  du  problème  14  nous  montre  que 
le  calcul  des  diverses  permutations  dépend  uniquement 
de  la  counaissance  des  restes 

R/i>    R/i-ij    R«-i>    •••j    Rsj    Ri- 

Or,  nous  savons  que 

R»  est  Fun  des  nombres      i  23   ...   n  —  'i/i— i   n 
Rn-i  »  I  !i  3   . . .   n  —  2/1  —  I 

R/i-j  »  I   2  3    ...    /i  —  2 

R,  »  12  3 

Rj  M  12. 
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Si  donc  nous  faisons  par  ordre  toutes  les  combinaisons 
possibles  de  ces  divers  éléments,  nous  aurons  toutes  les 
permutations  des  n  éléments,  au  moyen  des  formules  du 
n°  14.  Mais  ce  procédé  serait  moins  rapide  que  celui 
que  nous  avons  indiqué  aun®  7. 

On  peut  se  demander  comment  il  faut  associer  les 
restes  pour  obtenir  les  diverses  permutations  dans  Tordre 
de  notre  classification.  Voici  le  théorème  qui  fait  con- 
naître cet  ordre. 

18.  Théorème  VI.    —  Le  tableau  des  restes  étant 

jormé 

R« I  a  3  ...  n  —  a  n  —  i  n 

R„-i I  2  3   ...   n  —  2  n  —  i 

Ri,_j I  23   ...   n  —  2 

R4 12  3  4 

R3 12    3 

Rj I  2 

Ri I, 

on  prend  d'abord  les  deux  dernières  lignes,  et  Von 
forme  les  associations  successives  (i,  i),  (2,  i).  Passant 
à  la  ligne  précédente,  on  forme  les  associations 

(m),     (211),     (3ii),     (i2i),     (221),     (32i). 

Passant  à  la  ligne  suivante,   on  forme  les  associa- 
lions 

(i  I  I  i)  (i  2  I   i)  (i  3  I  i)  il   121)  (i  2  2  i)  (i  3  2  i) 

(2  I  I  i)  (2  2  I   i)  (2  3  I  i)  (2  12  i)  (2  221)  (2321) 

(3  I  I  i)  (3  211)  (3  3  I  i)  (3  I  2  i)  (3  221)  (3  3  2  1) 

(4  I  I  I)  (4^11)  (4  3  I  I)  {\  i  1  \)  (4  î  2  i)  (4  3  2  i). 

Passant  à  la  ligne  suivante,  on  associe  chacun  des 
nombres  de  cette  ligne  successivement  avec  chacun  des 

m 

résultats  précédents,  et  ainsi  de  suite. 

Ànn,  de  Mathém,,  3*  série,  t.  II.  (Octobre  i883.)  2g 
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Les  associations  finales  donneront  les  groupements  ' 
des  restes  classés  de  façon  à  fournir  les  permutations 
successivfes  de  notre  classification. 

En  effet,  si  ce  théorème  est  vraî  pour  p  objets ,  il  est  vrai 
pour  />  H- 1  ;  car  les  nouveaux  restes  i ,  a,  3, . •  •  ^  p  -H  *  ïo- 
dîquenl  d'après  nos  formules  le  rang  du  (p  -h  i  )*'"*  objet. 
Il  faut  donc  que  ces  /?  H-  i  restes  soient  groupes  succes- 
sivement avec  chacun  des  groupements  obtenus  pour  p 
objets .  Or  le  théorème  est  vrai  évidemment  pour  deux 
objets  \  donc  il  est  général  • 


SHB  UN  ÉLÉIBNT  Ml  TRIANGLB  REGTILIGNE;  SYHÉMANE; 

Par   m.   Maurice   D'OCAGNE. 


1.  J'ai  publié,  en  1880,  une  Note  sur  une  ligne  con- 
sidérée dans  le  triangle  rectiligne  (  *  ),  où  j'étudiais  les 
propriétés  d'un  élément  dont  on  ne  s'était  pas  encore 
occupé,  à  ma  connaissance,  et  qui  présente  cependant 
de  Tintérèt  tant  par  la  simplicité  de  ses  propriétés  que 
par  les  nombreuses  applications  qui  en  résultent.  Ayant 
eu,  depuis,  l'occasion  de  m'en  servir  dans  diverses  ques- 
tions intéressantes,  je  demanderai  la  permission  de  re- 
venir sur  cette  petite  théorie  de  Géométrie  élémentaire, 
en  la  modifiant  sur  certains  points  et  la  complétant 
par  de  nouvelles  et  nombreuses  remarques.  Je  com- 
mencerai par  donner  des  démonstrations  absolument 
géométriques  des  théorèmes  bien  simples  qui  en  sont 
la  base;  je  les  ferai  suivre  de  quelques  applications  im- 
portantes. 


(')  Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  t.  IV,  p.  339. 
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2.  Définition.  —  L*élément  qui  nous  occupe  est  la 
droite  symétrique  de  la  médiane  d'un  triangle  par  rap- 
port à  la  bissectrice  issue  du  même  sommet^  pour  abréger 
le  langage,  nous  demanderons  la  permission  de  donner  à 
cette  droite,  dans  la  suite  de  cette  Note,  le  nom  de 
symédiane,  qui  rappelle  sa  définition. 

3.  Théobème  I.  —  Si  Von  porte  sur  le  côté  AB  la 
longueur  KG  égale  à  AC,  et  sur  le  côté  AC  la  lon- 
gueur KS  égale  à  AB,  la  symédiane  issue  du  sommet  A 
passe  par  le  milieu  de  B'C. 

Cela  résulte  sans  démonstration  de  la  définition  qui 
vient  d'être  donnée  •,  on  en  conclut  un  moyen  commode 
de  construire  la  symédiane. 

4.  Théorème  II.  —  Les  distances  d'un  point  de  la 
symédiane  aux  côtés  adjacents  sont  proportionnelles 
aux  longueurs  de  ces  côtés  {fi g.  i). 

Fig.  I. 


Prenons,  par  exemple,  le  point  S  où  la  symédiane  AS 
rencontre  le  côté  opposé.  Soit  AM  la  médiane.  Abais- 
sons les  perpendiculaires  MP  et  SU  sur  le  côté  AB,  MQ 
cl  SV  sur  le  côté  AC. 

Les  droites  AS  et  AM  étant,  par  définition,  symé- 
triques par  rapport  à  la  bissectrice  de  BAC,  on  a 

){AS  =  CAM,     I5AM  =(:AS. 
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Dès  lors,  les  triangles  ASU  et  AMQ  sont  semblables, 
ainsi  que  les  triangles  AMP  et  ASV,  ce  qui  donne 

SU  _  MQ       SV  _  MP 
AS  ~  AM'     AS  ~  AM' 

et,  par  division, 

SU  _  MQ 
SV  "  MP' 

Si  nous  considérons  la  hauteur  AH,  nous  avons 

MQ  _  AH       MP  _  AH 
MG  ~  AG  '     MB  ""  AB 

et,  par  division,  en  remarquant  que  MB  =  MC, 

MQ  _  AB . 
iVIP  ~  AG' 
donc 

SU  _  AB 

SV  ~  AG  c.    Q.    F.    D. 

5.  Corollaire.  —  Les  trois  sjméfJianes  d^un  triangle 
concourent  en  un  même  point  dont  les  distances  aux 
trois  côtés  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces 
côtés. 

Eu  eiïet,  r/,  d\  d"  étant  ces  distances,  nous  avons, 
d'après  le  théorème  précédent,  pour  le  point  de  ren- 
contre des  sy médianes  issues  des  sommets  A  et  B, 


(t      d"      _     d      <r 
par  suite, 


—  Cl  —  j 

oc  a        c 


d^__d 
b        a 


ce  qui  prouve  que  ce  point  se  trouve  sur  la  symédiane 
issue  du  sommet  C,  et  l'on  a 


a        b   ~   c 
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6.  Théorème  III.   —  Les  segments  déterminés  par 
une  sjmédiane  sur  le  côté  opposé  sont  proportionnels 
aux  carrés. des  côtés  adjacents. 

On  a,  en  eflet  {fig-  i), 

SB  _  AB       se  _  AG 

SU  ~  AH'     SV  -  AH 

et,  par  divîsîon^ 

SB  _  SU  AB 

se  ~  SV  AG 
ou,  d'après  le  tliéorcDie  II, 


SB       AB 


se      ÂC* 


?•  CoROLLAinE  I.  —  Dans  le  triangle  rectangle,  la 
sjmédiane  issue  du  sommet  de  l'angle  droit  se  confond 
avec  la  hauteur. 

La  propriété  précédente  appartient,  en  elïet,  à  la  hau- 
teur abaissée  du  sommet  de  Tangle  droit  d'un  triangle 
rectangle  sur  l'hypoténuse. 

8.  Corollaire  II.  —  Les  antiparallèles  de  la  symé^' 
diane  issue  de  l'angle  A  par  rapport  aux  angles  ABC 
et  ACB  coupant  le  côté  BC  aux  points  I  et  K,  on  a 
BI  =  GK. 


Car  on  voit  que 


T»i       A.B  ^,,       AG 

BI=-_     et     CK=^ 


On  peut  remarquer,  en  outre,  que  : 

L'angle  IAK  est  supplémentaire  de  l'angle  BAC. 

9.   Théorème  IV.  —  Le  point  de  concours  des  symé- 
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dianes  est  le  barycentre  des  sommets  A,  B,  C  respec- 
tivement affectés  des  coefficients  a^,  b^,  c'^. 

Si  l'on  joint  le  point  A  à  ce  barycentre,  la  droite 
ainsi  obtenue  coupera  BC  en  un  point  S,  dans  le  rap- 
port inverse  des  coefficients;  or,  B  étant  afl'ecté  du  coef- 
ficient i^,  C  du  coefficient  c^,  on  aura 

BS  _  c»  _  ÂB* 

AS  est  donc  bien  symédiane,  et  le  théorème  est  établi. 

10.  Théorème  V.  —  La.  perpendiculaire  élevée  à  la 
base  BC  par  le  pied  S  de  la  sjmédiane  AS,  rencontrant 
aux  points  B'  et  CI  les  perpendiculaires  élevées  à  AB 
et  à  AC  par  les  points  B  e^  C,  on  a 

BB'  _  AB» 

ce  ~  AC3  * 

En  effet,  AH  étant  la  hauteur,  on  a 

bb;  _  BS      ce  _  CS^ 

AB  "  AH'      AG  ""  AH' 
donc 

BB'       BS   AB 

CG'~  CS'AG' 
ou,  en  vertu  du  théorème  III, 


BB' 

AB 

GG' 

AG^ 

ApPLrCATIOMS. 

H.  Problème.  —  Par  le  point  de  concours  de  deux 
droites  y  en  tirer  une  autre  telle  que  le  rapport  des 
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distances  de  chacun  de  ses  points  aux  deux  premières 
ait  une  'valeur  donnée. 

On  porte  sur  les  deux  droites  des  longueurs  qui  soient 
entre  elles  dans  le  rapport  demandé,  et  l'on  prend  la 
sjmédiane  du  triangle  ainsi  formé  (théorème  II). 

12.  PaoBLÈME.  —  Diviser  une  droite  a  dans  le  rap- 
port des  carrés  de  deux  droites  b  et  c. 

On  forme  un  triangle  avec  les  trois  droites,  et  Ton 
prend  la  symédiane  correspondant  au  côté  a  (théo- 
rème III). 

Si  Ton  ne  peut  former  un  triangle  avec  les  trois 
droites  données,  on  augmente  betc  dans  un  même  rap- 
port, de  façon  à  rendre  la- construction  possible.  Cette 
solution  est  plus  simple  que  la  solution  clas$ique  qui 
repose  sur  l'emploi  d'un  triangle  rectangle. 

Il  est  d'ailleurs  à  remarquer  que  le  triangle  (a,  b,  c) 
se  trouvera  souvent  tout  formé  sur  la  figure. 

13.  Problème.  —  Trouver  à  l'intérieur  d'un  triangle 
un  point  dont  la  somme  des  carrés  des  distances  aux 
trois  côtés  du  triangle  soit  un  minimum. 

Prenons  à  Tîntérieur  d'un  triangle  ABC  un  point  dont 
les  distances  respectives  aux  côtés  a,  £,  c  soient  dési- 
gnées par  rf,  J',  rf". 

Exprimant  que  les  trois  triangles  déterminés  par  ce 
point  ont  une  somme  de  surfaces  équivalente  à  la  sur- 
face S  du  triangle  ABC,  nous  avons  entre  les  variables  dy 
rf',  d"  la  relation 

ad -h  bd' -i- cd' =  aS. 

La  fonction  à  rendre  minimum  est  la  somme 
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Nous  pouvons  multiplier  cette  fonction  par  la  quan- 
tité constante  a* -h  i^-f-c^  et  écrire,  d'après  l'identité 
de  Lagrange, 

(as-f-  6»  -f-  c«)  (rf»H-  rf'»-i-  d"^  )  =  {ad->r  hd'-^  cd'y-^  {ad'-^  bdy 

^  (^bd'—  cd'Y-^  {cd  —  ad'y. 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  constant^  les 
trois  autres  sont  des  carrés  variables;  le  minimum  de 
leur  somme  a  lieu  quand  ils  sont  tous  trois  nuls,  ce  qui 
donne 

£  -  £  -  ^. 

a        b  ~  c 

m 

Cette  relation  définit,  d'après  le  corollaire  du  théo- 
rème n  (n°  5),  le  point  de  rencontre  de  trois  symé- 
dianes.  Donc  : 

14.  Théorème.  —  Le  point  dont  la  somme  des  carrés 
des  distances  aux  trois  côtés  d'un  triangle  est  mini- 
mum est  le  point  de  concours  des  trois  symédianes  de 
ce  triangle, 

15.  Théorèmes  sur  là  parabole.  —  La  droite  qui 
joint  le  point  de  concours  de  deux  tangentes  à  une 

Fig.  2. 


parabole  au  foyer  de  celte  parabole  est  sy médiane 
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du  triangle  formé  par  les  deux  tangentes  et  la  corde 
de  contact  {Jîg»  2). 

Soient  les  tangentes  AB  et  AC.  Joignons  les  points  A, 
B  et  C  au  foyer  F  5  AF  coupe  BC  au  point  S,  Tirons  AM 
parallèle  à  Taxe  de  la  parabole.  D'après  un  théorème 
bien  connu,  les  angles  BAM  et  CAF  sont  égaux,  et, 
comme  AM  passe  par  le  milieu  M  de  BC,  AS  est  la 
sjmédiane  du  triangle  ABC. 

16.  Corollaire  I.  —  Appliquant  au  point  F  de  la 
sy médiane  AS  le  théorème  II  (n**  4)^  nous  avons  ce 
théorème  : 

Les  distances  du  foyer  F  aux  deux  tangentes  AB 
et  AC  sont  proportionnelles  aux  longueurs  de  ces  tan- 
gentes, 

17.  Corollaire  II.  —  Appliquons  maintenant  le  théo- 
rème III  (§  6)  ^  il  donne 


BS 

ab' 

es  "" 

AC»' 

Mais 

on  sait 

que 

AF  est 

bissectrice 

der 

angle 

^■, 

donc 

BS 

es  ~ 

BF 
"  CF 

et,  par 

suite, 

BF       AB* 


Les  distances  du  foyer  aux  points  de  contact  sont 
proportionnelles  aux  carrés  des  longueurs  des  tan- 
gentes. 

18.  Remarque.  —    Les    angles  ABF  et  BAM    sont 
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égaux,  ainsi  que  ÀCr  et  CAM.  On  est  ainsi  conduit  à 
une  propriété  de  la  symédiane  que  je  proposerai  de  re- 
chercher directement  [Exercices,  IV). 

19.  Théobèmes  sur  là  lemniscate.  —  La  normale  à 
la  lemniscale  est  symédiane  du  triangle  formé  par  les 
rayons  vecteurs  et  Vaxe  polaire. 

L'équation  de  la  courbe  rapportée  à  ses  pôles  étant 
ppi  =  K,  les  dérivées  par  rapport  à  p  et  pi  sont  pi  et  p. 
D'après  cela,  on  aura  la  normale  en  portant  p  sur  pi,  pi 
sur  p  et  composant  ces  longueurs  comme  des  forces,  ce 
qui  rentre  dans  la  construction  de  la  symédiane  donnée 
théorème  I  (§  3). 

20.  Sur  la  ligne  des  pôles  comme  diamètre,  décrivons 
une  circonférence^  aux  quatre  points  de  rencontre  de  la 
lemniscate  et  de  cette  circonférence,  d'après  le  théo- 
rème précédent  et  le  corollaire  I  du  théorème  III  (§  7),  la 
normale  sera  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  \  donc  : 

Les  points  de  la  lemniscate  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  l'axe  polaire  sont  sur  la  circonférence  décrite 
sur  la  ligne  des  pôles  comme  diamètre  (  *  ). 

21.  Remarque,  —  Si  l'on  compare  le  tracé  qui  vient 
d'être  indiqué,  pour  la  normale  à  la  lemniscate,  à  la  con- 
struction de  la  tangente  h  cette  courbe,  qui  résulte  de 
la  méthode  deRoberval,  on  est  conduit  à  une  propriété 
de  la  symédiane  bien  facile  à  démontrer  directement 
[Exercices,  I). 


(*)  Je  crois  avoir  énoncé  ce  théorème  pour  la  première  fois  dans 
les  Nouvelles  Annales^  2*  série,  t.  XX,  p.  200.  M.  Barbarin  l'a 
depuis  démontré  d'une  autre  façon  (3*  série,  t.  I,  p.  27). 
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22.  Théorème  sur  la  spirale  d'Ârchimède. —  Par 
le  point  de  rencontre  du  rayon  vecteur  et  de  la  paral- 
lèle à  la  tangente  menée  par  V extrémité  de  la  sous- 
normale,  tirons  la  sjmédiane  du  triangle  formé  par 
ces  droites  et  la  normale.  La  droite  ainsi  menée  passe 
par  le  centre  de  courbure  (^  )  {fig-  3). 

Soit  C  le  centre  de  courbure,  c'est-à-dîre  le  point  où 
MN  touche  son  enveloppe.  La  sous-normale  ON  étant 
constante,  NT  parallèle  à  OM  est  tangente  au  cercle 
décrit  par  le  point  N.  Dès  lors,  on  a  entre  les  déplace- 

Fig.  3.   , 

T 


ments  infiniment  petits  correspondants  des  points  M 

etN, 

</(M)  _  MC.MT 

£/(N)  ~  NG.NT  ' 
D'ailleurs,  l'angle  MON  étant  constant,  et  MN  étant 


(')  Ce  théorème  a  été  aussi  énoncé  par  nous,  mais  un  peu  diffé- 
remment, et  avec  une  autre  démonstration  {Nouvelles  Annales, 
2*  série,  t.  XIX,  p.  391). 


♦ 

(  46o  ) 

normale  à 

la 

courbe  au  point  M,  NO  à  celle  du  point  >', 

on  a  aussi 
Donc 

<i(M)       MN       NT 
d{S)  ~  NO^  MT 

MG.MT        NT 
NG.NT  "  MT 

ou 

MG        NT*        MF* 
^^       MT          NP 

ce  qui,  d'après  le  théorème  III  (§4"),  démontre  que  PC 
est  symédiane  du  triangle  MPN. 

23.  Problème  sbr  les  coniques.  —  Une  droite  va- 
riable  se  meut  dans  le  plan  d'une  conique  de  façon  que 
les  tangentes  à  la  conique  aux  points  d'intersection 
ayec  la  droite  se  coupent  sous  un  angle  constant.  Dé- 
terminer le  point  où.  cette  droite  touche  son  enxfeloppe. 

Soient  A  et  B  les  points  d'intersection  de  la  droite  et 
de  la  conique.  Les  tangentes  à  la  conique  en  ces  points  se 
coupent  au  point  T.  La  droite  AB  touche  son  enveloppe 
au  point  E.  On  a  entre  les  déplacements  infiniment 
petits  correspondants  des  points  A  et  B  la  relation 

d(\)  __  AE.AT 
û?(B)  ~"  BE.BT* 

D'ailleurs,  R  et  R'  étant  les  rayons  de  courbure  aux 
points  A  et  B,  rfô  et  d^  les  angles  de  contingence  cor- 
respondants, on  a 

d{k)  _  R^ 

J(B}  "~  K'd^'* 

Mais,   l'angle   ATB    étant    constant,    £f6=rf6'^   par 

suite, 

AE.AT  _  R 

BE.BT  "  R' 


(  '(««  ) 

Or,  d'après  un  lliéorcQie  connu. 


R       AT' 


donc 

AE.AT       Âf' 


Bi:.HT       —  ♦ 


ou 

AE       ÂT^ 


BE 


BT 


ce  qui,  d'après  le  théorème  III,  fait  voir  que  la  droite  TE 
est  symédiane  dans  le  triangle  ATB. 

24.  Dans  le  cas  où  l'angle  constant  ATB  est  droit, 
TE  est  perpendiculaire  sur  AB.  Donc,  en  appelant  C  le 
cercle  tel  que  de  chacun  de  ses  points  on  voie  la  co- 
nique K  sous  un  angle  droit,  nous  avons  ce  théorème  : 

he  point  de  la  polaire  réciproque  de  C  par  rapport 
à  K  correspondant  à  un  point  M,  pris  sur  C,  s'obtient 
en  abaissant  du  point  M  une  perpendiculaire  sur  sa 
polaire  prise  par  rapport  à  K . 

25.  Problème  SUR  les  coniques.  —  Etant  donné  le 
centre  de  courbure  en  un  point  quelconque  d'une  co- 
nique y  en  déduire  l&  centre  de  courbure  en  tout  autre 
point  de  cette  conique. 

Les  tangentes  à  la  conique  aux  points  a  et  A  se  cou- 
pent au  point  t\  a  et  ^  sont  les  centres  de  courbure 
correspondant  à  ces  points^  ts  étant  symédiane  du 
triangle  atb^\di  perpendiculaire  élevée  h  ab  par  le  point  s 
coupe  en  a'  et  t' les  normales  acL  et  b^. 
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D'après  un  théorème  connu,  nous  avons 

ou,  en  vertu  du  théorème  V  (§  10), 

a  a       aa' 

Des  points  a  et  (3  abaissons  sur  ab  les  perpendicu- 
laires aai  et^^i;  nous  aurons 

aoLi        as  ^ 

par  suite^  les  parallèles  ai  u  et  ^^  u  à  at  qI  k  bt  se  cou- 
pent au  point  u  sur  la  symédiane  st-^  cela  donne  le  théo- 
rème suivant,  qui  résout  la  question  : 

Les  parallèles  aux  tangentes  menées  par  les  projec- 
tions des  centres  de  courbure  sur  la  corde  de  contact 
se  coupent  sur  la  symédiane  du  triangle  formé  par  ces 
tangentes  et  la  corde  de  contact. 

26.  Si  nous  rapprochons  la  construction  donnée  au 

§  23  du  théorème  énoncé  au  §  15,  nous  obtenons  le  théo- 
rème suivant  : 

K  étant  une  courbe  telle  que  de  chacun  de  ses  points 
on  voie  la  parabole  P  sous  un  angle  constant,  ¥J  la 
polaire  réciproque  de  Y^par  rapport  à  P,  toute  droite 
qui  joint  deux  points  coiTes pondants  de  R  et  K!  passe 
par  le  fojer  de  P. 

On  voit,  par  les  applications  qui  précèdent,  que  la 
symédiane  joue  un  rôle  utile  dans  des  questions  inté- 
ressantes et  de  genres  très  divers.  C'est  ce  qui  me  fait 
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espérer  qu'on  voudra  bien  désormais  la  prendre  en 
considération,  en  lui  conservant  un  nom  absolument 
nécessaire  quand  il  s'agit  d'énoncer  les  théorèmes  nom- 
breux où  elle  figure. 

ExEaCICES    SUR    LA    SYMÉDIAI9E. 

I.  On  prolonge  le  côté  AB  du  triangle  ABC  d'une 
longueur  égale  AB';  en  B'  et  en  C  on  élève  respective- 
ment à  AB  et  à  AC  des  perpendiculaires  qui  se  coupent 
en  I;  AI  est  perpendiculaire  à  la  symédiane  issue  du 
sommet  A. 

II.  Les  trois  symédianes  d'un  triangle  passent  res- 
pectivement par  les  trois  sommets  du  triangle  formé  par 
les  côtés  extérieurs  des  carrés  construits  sur  les  côtés  du 
triangle  donné. 

III.  Du  milieu  M  de  BG  on  abaisse  les  perpendi- 
culaires MP  et  MQ  sur  AB  et  AC.  La  droite  PQ  qui 
joint  les  pieds  de  ces  perpendiculaires  est  perpendicu- 
laire sur  la  symédiane  issue  du  sommet  A. 

IV.  AM  étant  médiane  du  triangle  ABC,  on  prend 

un  point  P  tel  que  ^BA=MAè  et  1^=]$IAt;.  Le 
point  P  est  sur  la  symédiane  issue  du  sommet  A. 

V.  Les  trois  symédianes  d'un  triangle  passent  res- 
pectivement par  les  trois  sommets  du  triangle  polaire 
réciproque  de  ce  triangle  par  rapport  h  son  cercle  cir- 
conscrit. 

VI.  Le  point  de  rencontre  des  symédianes  est  le 
centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  ce  point  sur  les  trois  côtés  du 
triangle  donné. 
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VU.  Les  points  H  et  K  étant  les  pieds  des  perpendicu- 
laires abaissées  des  points  B  et  C  sur  la  bissectrice  issue 
du  sommet  A,  on  mène  par  le  point  H  une  parallèle  à  AB 
et  par  le  point  K  une  parallèle  à  AC.  Ces  droites  se 
coupent  au  point  I.  Démontrer  que  le  point  I  est  sur  la 
symédiane  issue  de  A. 

Note.  —  Les  solutions   de  ces  questions  seront  insérées  dans  les 
Nouvelles  Annales. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  l/ÊCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRB 

U  1882 

(TOir  3*  série,  1. 1,  p.  4i3); 

SOLUTION  DE  M.  MORET-BLANC. 


COMPOSITION    DE    MATHÉMATIQUES. 

1 .  Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  r  et  un  point  A 
dans  son  plan,  à  une  dislance  d  du  centre,  on  suppose 
menée  par  le  point  A  une  sécante  telle  que  la  somme  des 
carrés  des  segments  compris  entre  ce  point  et  les  points 
d* intersection  av^ec  la  circonférence  soit  égale  à  un 
carré  donné  m^. 

Démontrer  que,  si  a  désigne  V angle  que  la  sécante 
fait  avec  le  diamètre  passant  par  le  point  A,  on  aura 
la  formule 

m'  —  2  r* 
(0  cos2a=  ïT — • 

Discussion.  —  Limites  de  m  quand  on  fait  varier  a, 
le  point  A  étant  supposé  à  l'intérieur  du  cercle. 

Soient  B  et  C  les  points  d'intersection  de  la  sécante 
avec  la  circonférence  de  centre  O. 


I 
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La  relation  entre  les  trois  côtés  et  un   angle  d*un 
triangle,  appliquée  aux  triangles  AOB,  AOC,  donne 


i 

r»  =  AB   T^  <i*  —  2  AB  .  ef  nos  a, 


d*où,  en  ajoutant, 

2r'=  /?i*-+-9.<i* —  >.(  AB  -+-  AOrfcosa. 
Abaissant  01  perpendiculaire  sur  la  corde  BC,  on  a 

.  _        AB  -i-  AC         , 

\l  —  —  drosoL, 

•2 

d'où 

AB  -f-  AC  =  2<f  cos  a. 

Substituant  cette  valeur  dans  la  relation  précédente,  il 
vient 

d'où 

m*  -+-  9,  r/*  —  9,  r' 
(  i)  ros  51 3t  =  2  cos*  a  —  i  ~  z- —  (  '  ). 


CALCUL    LOGARITHMIQUE. 


2.  La  formule  (i)  étant  admise,  calculer  l'angle  a  à 
o",  I  près,  en  supposant  i  °  la  distance  d  égale  au  plus 
grand  segment  du  rajon  divisé  en  moyenne  et  extrême 
raison,  et  m  égat  au  double  de  la  moyenne  proportion- 
nelle  entre  r  et  d. 


(')  Los  limites  de  m  sont  évidemment  y/ar^-h  a*'/*,  ^f>.r^ —  arf^ 
Ann.  rfff  11  «ti*ffm«/...1«  série,  l.  If.  (Oi'tobre  i883.)  3o 


(  4^c>  ) 

1^  d  =z  |/-,  et  m  =  e/y/S. 

1'  rf=-(/5  — i),    2rf*=r«(3-/5), 

mm 

ni^zrz  idr=:  ir*{^  —  i), 

cos2a  =  —^ — -i  =  il i^^ 1 — L  = î—  =2Sini8  . 

3-/5  î»  a 

Iog2  =  o,3oio3oo 

log  sin  i8**=  1,4899824 

log  cos2a  =  1,7910124 

345     51"  4930' 

221  8', 2 

2a  =  5r49'38',2 
a  =  25''54'49',i- 

cos2a  =  — |r«:;r*  =  — 1=  — 0,75, 
log  cos(i8o*'— 2a)  =ï, 8750613 

699  4i*'a4'3o' 

86       4', 6 

180*— 2a  =  4r24'34',6 
90*— a  =  2o'42'i7',3 

a  =  69-1/42', 7- 

3.  On  connaît,  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés  i, 
c,  et  l'on  sait  que  ce  triangle  est  équivalent  au  triangle 
équilatéral  construit  sur  le  troisième  côté  a.  Calculer 
ce  côté  et  l'angle  A. 

(  On  établira  les  deux  équations  propres  à  déterminer 
chaque  inconnue  indépendamment  de  Vautre,  et  Von 
montrera  la  concordance  des  résultats  que  fournit  leur 
discussion.) 

s  désignant  la  surface  du  triangle,  on  a»  par  des  for- 
mules connues, 


3a^  _  v7^*c>-^  2«*c»-f- 2rt2^,ï_  a*— /.>*~c^ 


5Î  =  -— -   = , 


d'où 


.;    IG;   ) 


4 a*  —  a( 6« -f- c" )«»  H- (  6*  —  c»  )»  =  o, 
,       (6«-i-c»)±t/(é«-4-  c«)»— 4(é«— c«)> 


a^  == 


♦ 


OU 


«.= __ _. 

* 

Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  d'abord 
qu'on  ait 

ou 

Quand  cette  condition  est  remplie,  le  problème  admet 
deux  solutions,  si  h  est  difFérent  de  c. 

En  efl'et,  la  plus  grande  des  deux  valeurs  de  a^  est 
évidemment  inférieure  à  (4  -4-  c)^,  et  la  plus  petite  est 
supérieure  à  {b  —  c )* ;  car  on  a 

^»«-f-cï— v/(62-+-cî)2~  4(6*— c2)>4(6*H-cî)  — 86c, 
v/(62-+-cV)«  — 4(62  — c2)2<  86c  — 3(6«+c«)    (i)^ 

ou,  en  élevant  au  carré,  et  passant  tous  les  termes  dans 
un  même  membre, 

8(68-4-c«)«-f-4(6«— c«)«  — 486c(62H-cS)-f-646*c2>o, 

»  12(6  —  c)*>o, 

relation  évidente  si  h  est  dill'érentde  c. 

Lorsque  4  =  c,  on  a  a^  =  i^^  a  =  i  =  c  ;  il  n'y  a  plus 
qu'un  triangle,  qui  est  équilatéral. 

Calculons  maintenant  Tangle  A. 


(' )  Le  socond  membre,  86c  —  3  (/;'  -i-  c')   --  ?  Ar  —  3 (ft      <:)',  r^^t  une 
fjiiantifr  pr><iitivf  «^i  r  ^    -  — W;  ^    r. 


(  m  ) 


On  a 


d'où 


et 


s  = =  &CSIOA. 


.       ibcs'inA 
a*  =  6*  H-  c* —  ^ôc  cos A. 


Egalant  ces  deux  valeurs  de  a^,  il  vient,  en  divisant  par 

1  .     ,        v/3         .        (6»-4-c«)v/3 
-  sin  A  -h  -ï---  cos  A  =  , ,    ^       > 

2  2  46c 

ou,  en  remarquant  que  -  =  cos  60**,  ^  =  si  a  60^, 

sin  (  A  -+-  60" )  = —. — -^-^  • 

Pour  que  le  triangle  soit  possible,  il  faut  que  Ton  ait 

3(6»-f-r')»   ^ 

ou 

3^>^-f-3c*— io6«c»<o, 

condition  identique  a  celle  qui  a  été  trouvée  plus  haut. 
Si  elle  est  remplie,  en  appelant  0  le  plus  petit  angle 

ayant  pour  sinus  —. >  on  aura 

6*  -+-  c* 
sinO  =  — z — sin6o'*>  smôc",     sib^c. 
•>.  oc 

d'où 

6>6o% 

A  =  0  —  6o^ 

A  =-- 180"— 0  —  60"; 

il  y  a  deux  triangles  satisfaisant  à  la  question.  Si  i  =  <^> 
on  a 

e  =  6o% 
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et  simplement 

A  =  60''; 

il  n'y  a  qu'un  triangle,  qui  est  équilatéral. 

Ce  sont  les  résultats  obtenus  dans  la  première  discus- 
sion. 


LES  MOMENTS  D  INERTIE  POLAIRES  DU  TRIANGLE, 
PAR  RAPPORT  A  SES  POINTS  REMARQUABLES; 

Par  m.  Georges  DOSTOR. 


1.  Conservons  les  notations  adoptées  dans  Tarticle 
relatif  aux  distances  du  centre  de  gravité  aux  points  re- 
marquables d'un  triangle  (même  tome,  p.  368  et  369). 
Représentons  par  M  la  masse  du  triangle,  supposé 
homogène  et  d'une  épaisseur  constante. 

On  sait  que  le  moment  d'inertie  polaire  du  triangle, 
par  rapporta  son  centre  de  gravité  G,  est 

2.  Les  moments  d'inertie  par  rapport  aux  som- 
mets A,  B,  C  seront  donc 


OU 


12 

Ib=  ~M(3c»  -h3a«— 6«), 
12 

Ic=  -LM(3a»-t-3^^2— c«). 

\7. 


(')  Lairemt,  ^fécanique  rationnelle,  2*  édition,  t.  I,  p.  201. 
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3.  Le  moment  d'inertie  par  rapport  au  centre  O  du 
cercle  circonscrit  sera  de  même 


ou  bien 


ïo=  ±M(a2H-6«-hcî)-i-M.GO' 


36  9 


c'est-à-dire 


lo  =  MH« î-  M (a«  +  ^^» -h  c*). 

12 


4.  Le  moment  d'inertie  du  triangle  par  rapport  au 
point  de  concours  H  des  hauteurs  étant  donne  par 

Iu=  -LM(a«4-«»«+c»)-+-M.GH*, 


on  trouve,  en  remplaçant GH   par  sa  valeur 


9 


que 

1h=4MR«—  ~(a«-+-6*-hc«). 


5.  On  verrait  de  la  même  façon  que  le  moment  d'i- 
nertie polaire  du  triangle,  par  rapport  au  centre  I  du 
cercle  inscrit,  est 


ou,  puisque 


GI*=  i(^c-+-  ca  -i-ab)—-(a^-^b*  _|-c2)— îRr, 
^  9 

Il  =  -  M (  6c'  -h  ca  -I-  «6  ) M ( a  -h  6  -f-  c )*  —  4  \IR  r. 

2  12 


6.  Changeant  dans  cette  formule  successivement  le 
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signe  de  a,  6,  c  et  substituant  à  —  r,  respectivement 
les  rayons  /,  i""^  i^'\  on  obtient  les  moments  d'inertie  du 
triangle  par  rapport  aux  centres  I',  F,  I"'  des  cercles  ex- 
inscrits .•On  trouve  ainsi  que 

Ir  =  -mhc  —  ca-^ab) ^M(6-h  c  —  a)«H- 4MRr', 

II-  =  -M(ca  — «6  — 6c)—  —  M(c-f-a— 6)«-i-4lVIR^, 


SOLUTIONS  DB  QUESTIONS 
PROPOSÉBS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1399 

(Tolr  3'  série,  t.  I,  p.  iga); 

Par  m.  MORET-BLANC. 

En  chaque  point  d'une  conique  on  mène  un  dia- 
mètre et  la  normale.  Trouver  le  lieu  de  l'intersection 
du  diamètre  et  de  la  tangente  à  l'autre  extrémité  de 
la  corde  normale.  (E.  Fauqvembergxjb.) 

i*^  Soient 
(i)  6*a:'-f-a*7* — a*A*  =  o 

l'équation  d'une  ellipse,  et  x^ ,  y^  les  coordonnées  d'un 
point  pris  sur  la  courbe.  L'équation  de  la  normale  en 
ce  point  est 

(2)  à^^i^  —  a^yiX -h  c^Xiyi  =  o. 

Éliminant  j"  entre  ces  deux  équations,  on  a,  pour  dé- 
terminer  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la 


(  ^7^  ) 

normale  et  de  Tellipse,  réquatîon 

qui  admet  la  racine  jc  =  x< .  Divisant  par  ay — X|  cl 
égalant  Je  quotient  à  zéro,  on  a  pour  abscisse  du  second 
point  d'intersection  de  la  corde  normale 

ù'^j'7  -h  a'i  )'? 
d  ou 

•^  ~  b^x\  -t-  a^y\ 

L'équation  de  la  tangente  à  Tellipse  en  ce  point  est 

b^  xx'  -r-  a^yy  —  a*  6*  =  o 
ou 

b^xxi  (  b^xl  H-  aH  a^'  —  «*  )7Î  J 
-^  <*'j7il^*7Î  -+-  b^{ia^—b^)x\]  -h  a«^*(66j-f  '-r-  a\r?)  =  o, 

qu'on  peut  écrire 

l  (b'^xxi--a^yyi)(b\^x—a^j^\) 
^         '   'ia''b^(xxiy\-i-yyix\)-\-a^b^{b^x} -h  a^y})  =  o. 


L'équation  du  diamètre  passant  par  le  point  (^i)ji) 
est 

y         :r 

et  Ton  a  la  relation 

(5)  b^x\-i-a^j'l  —  a^b^. 

On  aura  l'équation  du  lieu  demandé  en  éliminant  Xi 
et  j^<  entre  ces  trois  équations. 
Des  deux  dernières  on  tire 

nbx  abv 

^1  =  —  — =  "    y\  -■ 


-  v'^'- -^^  *  «^  y^     '       —  v^'^* ^*-+-  «'V* 


(  4-;i  ) 

Reportant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3),  on  a,  en  di^- 
visant  par  a^b^, 

=  ab{b^x^-^  a^y^  )  V^^*  ^^  -+-  ct'y^ » 
ou,  en  élevant  au  carré, 

[  6»  a-*»  H- ^«7*  —  a*  62  (  a* -h  6*  —  4  o«  6«  )a7«y2  ]2 

=  «2  62  (66  a:2  -}-  a6  j2  )2  (62  072  -^  a2  j2  ). 

L'équation  est  du  huitième  degré  ;  mais,  comme  elle  ne 
contient  que  des  termes  du  huitième  et  du  sixième  degré, 
on  peut  la  résoudre  en  coordonnées  polaires.  On  a 

j  ^  a2^,a(fl6sin2e4-6gcos2Q)2(fltîsin2e-h62cos2e) 

''   "  [a»sin*04-6»cos*e  — a2^,2(^4^_^4_4a262)sin2Ôcos26]2' 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  et  touche 
Tellipse  à  ses  quatre  sommets. 

Pour  Thyperbole,  il  suffirait  de  changer  i*  en  — è'. 

1^  Soient 

et 

pi  y-  y\)-^r\{jr  —  x^)^ii 

Téquation  d'une  parabole  et  celle  de  sa  normale  au 
point  X{^y^,  Eliminant  x  entre  ces  deux  équations,  et 
supprimant  de  Téquation  résultante  la  racine  j=^|, 
on  a,  pour  l'ordonnée  du  second  point  d'intersection  de 
la  corde  normale  et  de  la  parabole, 


d'    ' 


(I  uu 


X 


^Pfl 


La  tangente  au  point  {x',  j')^  a  pour  équation 


(  4:4  ) 

et  le  Heu  de  son  Jnterscclion  avec  le  diamètrey  =  y« , 

OU 

La  courbe  située  tout  entière  du  côté  des  x  négatifs  est 
symétrique  par  rapport  à  Taxe  de  la  parabole  qui  est 
asymptote  des  deux  branches  :   elle  est  limitée  vers  la 

droite  à  Fabscisse  x  =  — p[2  -+-  ^ï). 

Note,  —  La  même  question  a   été  résolue  par  M.    Lez  et  par  un 
anonyme. 

Question  i  401 

(  voir  8'  8èri«,  t.  1,  p.  m»)  ; 

Par  m.  Charles  GHABANEL. 
Soit  qp  le  quotient  de  la  dii^ision  de  n  par  p^  on  a 

(E.  Césaro.) 

Soit  r  le  reste  de  la  division   de  n  par  /;,   posons 
9^=  P.  De 

(i)  /i=/?PH-r    ou     p=/?-4-p» 

on  conclut  que  qp  est  égal  ou  supérieur  à  p  suivant  que 
r<Pour=P. 

L'égalité  (i)  revient  à 

n  =  {r  -hi)p-   ip  —  r), 
et,  parce  que  /■  <^/>,  on  a 


n 


c'esl-à-dii'c  que  lo  quoliont  (/p^,  est  inférieur  à  /;. 


(  47"'  ) 
On  a  évidemment 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  daqs  la  suite 

qu  Çif  ^3,  •.•»  q?-\}  qpi  q?-\-it  ••.»  qm 

il  y  a  P  ou  ^^  quotients  qui  sont  égaux  ou  supérieurs  à  p. 

Par  la  même  raison,  il  y  aura  qp^^  quotients  égaux 
ou  supérieurs  a  p  -\-  i.  Donc  le  nombre  des  quotients 
égaux  à  p  est  qp  —  qp^^ . 

Ainsi,  la  somme 

*  =  ^»  -t-  7»  -f-  ^»  -f- . . .  -4-  ^«  1  -+-  ^; , 

contient 

qi  —  qt  termes  égaux  à  i*, 

qz—qw  »  3«, 


et  enfin 

qn —  qn-i-i     ou     qn  termes  égaux  à  w*. 

Donc  on  a,  quel  que  soit  l'exposant  a, 
d'où 

q^-^ql-^ql-^'-^ql 

=  ^1  l'-V-  y2(a'~  I")  +  q3 (3«-  ti«)  -+-...  -f-  ^„ [/i«-  ( n -!)•]. 
En  faisant  a  =  2,  on  a 

^î -h  ^5  4-^5 -+-... -h  7^ 

=  71-+-  3<72  -i-  5^3 -i. . .  -1-  (2/1    - 1)<7«, 
ce  qui  est  la  relation  proposée. 


(  4-fi  ) 

Question   1 453 

(  Toir  3*  aérid.  t.  II,  p.  336); 

Par  m.  F:.  FAUQUEMBERGUE, 

Professeur  au  lycée  de  Nice. 

Le  nombre -p^ est  La  somme  des 

carrés  de  deux  nombres  entiers.  (Catalah.) 

Posons 

X  n'est  autre  chose  que  le  nombre  proposé  (*). 

En  multipliant  ces  deux  égalités  membre  à  membre, 
on  obtient  Téquation 

237*  —  /*=  I 

OU  encore 

équation  de  la  forme 

dont  les  solutions  en  nombres  entiers  sont  données  par 
les  formules 

X  =  a»  -h  6»,     Y  =  aî  —  ^2,     Z  =  iab, 

où.  a  et  i  représentent  des  nombres  entiers. 

Le  nombre  proposé  est  donc  bien  la  somme  de  deux 
carrés. 

JVoie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-BIanc. 
{')  Kt  y  €M  un  nombre  entier  impair. 


{  i"  ) 

Question  1463 

(voir  3*  série,  t.  II,  p.  38')]: 

Par  m.  Joseph  CHAMBON  (»). 

Etant  donné  un  point  P  sur  une  ellipse  de  centre  O, 
on  mène  en  ce  point  une  tangente  et  la  normale  qui 
touche  au  point  Q  la  développée  de  l'ellipse,  et  l'on 
fait  passer  un  cercle  par  les  extrémités  R,  R'  du  dia^ 
mètre  conjugué  à  OP,  et  par  la  projection  S  du  centre  O 
sur  la  tangente  en  P,  puis  l'on  prolonge  OS  jusqu'à  sa 
rencontre  en  S' avec  le  cercle;  démontrer  que  OS'=  PQ. 

La  droite  PQ  est,  comme  on  sait,  le  rayon  de  cour- 
bure de  l'ellipse  au  point  P.  Et,  en  nommant  a^  b  les 
demi-axes  de  Tellipse  et  i'  le  demi-diamètre  conjugué 
à  OP,  on  a 

(  voir,  dans  le  Traité  des  Sections  coniques  de  G.  Sal- 
Mow,  les  expressions  des  rayons  de  courbure). 

D'autre  part,  OS  étant  la  perpendiculaire  menée  du 
centre  de  l'ellipse  à  la  tangente  PS,  on  a 


Donc  le  produit 


OS-  ~ 


^^       ^_,        b'^        ab       ,. 
PQ  X  OS  =:  —  X  -77  =  b'i. 
ab        b 

Mais,  les  cordes  SS',  RR'  du  cercle  RSR'  se  coupant  au 
point  O,  on  a 

OS'  X  OS  =r.  OR'  X  OR  =  0R2  =  b''-. 


(')  Lorsque  M.  Chamhon  nous  a  adressé  l'énonce  et  la  solution  de 
la  question  1463,  il  était  élève  au  I*ycée  do  Bordeaux. 
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Los  égalités  PQ  X  OS  =  h'^  et  OS'x  OS  =  V^  don- 
nent OS'=PQ.  C.  Q.  F.  D. 

Note.  —  La  inèmc  question  a  été  résolue  par   MM.  Moret-Blanc 
et  J.  Rénov. 

Question  1466 

(roir  3'  Bérie,  t.  II,  p.  Mii; 

Par  m.  Maurice  RACLOT, 

Élève  de  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 

ABCD  étant  un  trapèze,  on  joint  les  extrémités  A 
et  D  du  côté  oblique  AD  à  un  point  M  du  coté  BC; 
on  mène  une  parallèle  à  DM  par  le  point  B  et  une 
parallèle  à  AM  par  le  point  C.  Démontrer  que  ces 
deux  droites  se  coupent  sur  AD. 

(D'OCAGWE.  ) 

Soient  O  et  O'  les  points  de  rencontre  du  côté  AD, 
et  des  parallèles  aux  droites  DM,  AM,  menées  des 
points  B  et  C. 

Je  prolonge  les  côtés  AD,  BC  du  trapèze  jusqu'à  leur 
rencontre  en  K . 

On  a,  en  vertu  des  parallèles  AM,  O'C,  régalîté  de 

rapports 

KO'        KC 


KA         KM 
d'où 

KA.KG 
KM 

De  même,  le  parallélisme  des  droites  DM,  OB  donne 

KO  _  KB 

KD  "  KM  ' 
d'où 

,,.       KD.KB 

^^^-KÂT- 

Mais,   les  basos   AR,   DC  du  trapr7(^  AHCD  rtanî  pn- 


(  1:o  ) 

ralIèles,oii  a 

KA        KH     ' 

KD  ~  KC  ' 
d'où 

KA .  KC  =  KD .  KB ,     et  par  suite     KO  =  KO'; 

c'est-à-dîre  que  les  deux  points  O  et  (y  coïncident. 

Donc,  les  droites  menées  des  points  B  et  C,  paral- 
lèlement à  DM  et  AM,  se  coupent  sur  AD.       c.  q.  f.  d. 

jXote.  —  La   même  question   a  été   résolue   par  MM.  Komero   et 
Moret-Blanc. 

QUESTIONS. 


1473.  I.  Les  deux  droites  de  Simson  relatives  à  deux 
points  diamétralement  opposés  sont  rectangulaires. 

II.  Le  lieu  du  point  de  concours  des  deux  droites  de 
Simson  relatives  à  deux  points  diamétralement  oppo- 
sés est  le  cercle  des  neuf  points.  (N.  Goffart). 

1474.  a,  u:^  y  étant  des  nombres  entiers,  chaque 
valeur  de  x  qui  véiitie  Téquation 

(à^-h  i)t*  =72-4-1 

est  la  somme  de  trois  carrés.  Il  y  a  exception  pour  x  =  i , 
et  pour  a:=  2(4«*-+- 1).  (E.  Catalan.) 

1475.  Résoudre,  en  nombres  entiers,  l'équation 

x*'^y^=  a' -4-  iJ' -4- 1 . 

(E.  Catalan.) 

1476.  Trouver  les  solutions  entières  de  T équation 

[  LlOW^ET.  ) 
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1 477.  ABC  est  un  triangle  rectangle  en  A.  D'un  point 
quelconque  M  pris  sur  le  côté  AB,  on  abaisse  sur  la  hau- 
teur AH  la  perpendiculaire  MP^  par  le  point  P,  on 
élève  à  la  droite  CP  la  perpendiculaire  PQ  qui  coupe  AB 
prolongé  au  point  Q. 

Démobtrer  que  AQ  =  BM.  (D 'Ocaghe.) 

1478.  Par  un  point  O  de  l'espace,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  trois  pians  diamétraux  conjugués  d'une 
quadrique  et  on  mène  le  plan  passant  par  les  pieds  de  ces 
trois  perpendiculaires.  Ce  plan  et  les  plans  analogues 
obtenus  en  faisant  varier  le  système  des  trois  plans  dia- 
métraux conjugués  passent  par  un  même  point  M. 
Trouver  le  lieu  du  point  M  lorsque,  le  point  O  restant 
fixe,  la  quadrique  tourne  autour  d'une  droite. 

(  Pellet.  ) 


r^       .        ^^^       .  .      ^irP'"*(/'-lJ-î 


1479.  g  étant  une  racine  primitive  de  p^^  la  fonction 

où  tous  les  exposants  de  g  sont  des  nombres  pairs,  est 
divisible  par 

xP''—\ 


XP         —  I 


p  est  supposé  un  nombre  premier  autre  que  2,  et  v  plus 
grand  que  i.  (Pellet.) 

1480.  La  somme  des  puissances  4^^  de  deux  nombres 
entiers,  inégaux,  est  une  somme  de  quatre  carrés,  dont 
deux  sont  égaux  entre  eux. 

Corollaire.  —  La  forme  a:*"-hj*''  contient  une  in- 
finité do  nombres  premiers. 

(Catalan.  ) 
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SUR  LA  THÉORIE  DES  TAUTOGHRONES  (M; 

Par  m.  h.  RESAL. 


1.  Théorie  générale,  —  On  dît  qu'une  courbe  fixe  est 
tautochrone  lorsqu'un  point  matériel  m,  soumis  h  l'action 
d'une  force  extérieure  variable  en  grandeur  et  en  direction 
suivant  une  loi  donnée,  qui  est  assujetti  à  décrire  cette 
courbe,  arrive  dans  le  même  temps  en  un  point  déter- 
miné Â|,  quel  que  soit  le  point  de  départ  Ao  ou  pour 
lequel  la  vitesse  est  nulle. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  supposerons  la  masse 
du  mobile  égale  à  Tunité. 

Nous  ne  considérerons  (  *)  que  le  cas  où  la  force  extérieure 
dérive  d'un  potentiel  d'une  seule  variable  '^^  potentiel 
que  nous  représenterons  par 

Soient  y^,  ^j  les  valeurs  de  ^  en  Ao,  A«;  i^  la  vitesse 

du  mobile  arrivé  en  un  point  A  correspondant  à  y*,  s 

Tare  AA|.  Nous  avons 

_       ds 
^  ~~'  di 

et,  d'après  le  principe  des  forces  vives, 

•>*  =  2[/(y.o)-/(x)]; 


(')  Extrait  du  Cours  de  Mécanique  de  V École  Polytechnique. 

(')  C'est  à  M.  Puiseux  {Journal  de  Mathématiques  pures  et 
appliquées,  t.  IX,  i8{4)  ^^e  Ton  doit  la  méthode  qui  sert  de  base  à 
la  théorie  que  nous  allons  exposer;  on  trouve  dans  le  Cours  de  Méca- 
nique &^  Sturm,  publié  en  1868  par  M.  Prouhet,  l'application  de  cette 
méthode^  mais  seulement  dans  le  cas  particulier  de  la  pesanteur. 

Jnn.  de  Itfaehémat»,  3*  série,  t.  II.  (Novembre  i883.)         3l 
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on  déduit  de  ces  deux  formules  la  suivante  : 

,1  ds 

dt  = - 


Si  T  désigne  la  durée  du  trajet  Ao  A|,  nous  avons 

/h  ds 


on 


ll/y 


'••  ds 


Il  nous  faut  maintenant  exprimer  que  cette  durée  est 
indépendante  de  y.  A  cet  effet,  en  désignant  par  A  une 
constante  et  par  x  une  nouvelle  variable  que  nous  sub- 
stituerons à  y,  nous  poserons 

,.  (/(Zo)-/(Xi)  =  A, 

1/(7.  )-/(Xi)  =  ^» 
d'où 

(3)  /(/o)-/(X)  =  ^'--^. 
avec  les  conditions 

(4)  J^-o     pour    /-:^7j. 
(4')  x=h    pour    y^  =  y,^^ 

Lorsque,  en  général,  une  courbe  est  donnée  par  deux 
équations  entre  trois  variables,  deux  de  ces  variables 
peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  la  troisième,  et  il  en  est 
par  suite  de  même  de  l'élément  d'arc.  Nous  pourrons 
donc  poser 

(5)  ds  =  (D{x)dx, 

et  la  formule  (i),  eu  égard  à  la  relation  (3),  devient 


(  4«3  ) 

Remplaçons  maintenant  x  par  une  nouvelle  variable 
Il  définie  par  la  relation 

(  7  )  zc  =  uh. 

En  remarquant  que  u  =  i  pour  x  =  /i,  Téquation  (6) 
devient 

(8)     T==--    /      '       -!—       =  -7.    /     o(wA)v/i//i— ==. 


Or,  comme  c^est  la  valeur  de  h  qui  déGnit  la  position 

dx 
dh 


du  point  de  départ,  il  nous  reste  à  exprimer  que  -^  =  o, 


ou 


que 


•/o      I  ^     Z*^  J   V"(* — ") 

Mais,  si  Ton  attribue  à  A  une  valeur  suffisamment  petite, 
tous  les  éléments  de  cette  intégrale  seraient  de  même 
signe  et  leur  somme  ne  serait  pas  nulle.  II  faut  donc  que 
chacun  d'eux  soit  nul  ou  que  l'on  ait 

9(uh)Uuh  -h  -  ■•  \ =  o 


ou 


ou  encore 


d'9{x)  ^        I  dœ 
cp(j:)      *        'ï.    X 

d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante, 

^X 

La  formule  (  5  )  devient  alors 

dr 
ds  =  ^(x)dx  =z  C— =  • 


{  484  ) 

Si  l'onremarque  que  .ç  =  o  pourx  =  o  oupoury^  =  -^j , 
on  trouve,  en  intégrant, 

s  =  aC^ 
ou 

(9)  5  =  2C//(x)-/(XO- 

On  déduit  de  là 

(,o)  rf,  =  c^^5Cj^^ 


/7(x)-/(xi) 

ou 

■  S 

Si  Fr  désigne  la  composante  tangentielle  de  la  forme 
extérieure,  on  a,  en  se  rappelant  que  ds  est  négatif, 

4 

-F,^=-/'(x)rfx, 
d'où,  en  vertu  de  la  formule  (i  i)i 

Mais  on  sait  que 

Nous  avons  donc  finalement  Téquation 

d^s  s 

qui  n'est  autre  chose  que  celle  du  mouvement  du  pen- 
dule lorsque  l'amplitude  de  ses  oscillations  est  très 
petite.  Il  est  donc  inutile  de  remonter  à  l'équation  (8) 
pour  avoir  la  valeur  de  t,  qui  est  la  suivante  : 

L'équation  (  i  o)  est  l'équation  générale  des  tautoclironcs 
dans  le  cas  spécial  dont  nous  venons  de  nous  occuper. 
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Maïs  ds  s'exprime  généralement  au  moyen  des  diffé- 
rentielles de  trois  variables,  dont  l'une  seray^  si  Ton  veut 
et  dont  nous  représenterons  par  z  et^  les  deux  autres. 
Le  problème  est  donc  indéterminé,  puisqu'il  faut  pour  le 
résoudre  se  donner  une  relation  entre  les  trois  variables. 
On  voit  ainsi  que,  dans  le  cas  d'un  potentiel  d'une  seule 
variable,  il  y  aura  une  infinité  de  tautochrones  dont  une 
au  moins  sera  plane. 

2.  Tautochrone  dans  le  cas  de  la  pesanteur.  —  Soient 
z  la  hauteur  du  mobile  au-dessus  du  point  d'arrivée; 
on  a 

^=/'     /(X)  =  ff^y    /(/.i)=/(o)=0» 

et  la  formule  (  9  )  donne 

s  =  'àC  yfgz. 

Si  la  courbe  est  comprise  dans  un  plan  vertical,  elle 
sera,  d'après  cette  équation,  une  cycloïde  dont  la  base 
est  horizontale.  En  enroulant  le  plan  de  la  cycloïde  sur  un 
cylindre  vertical  quelconque ^  la  courbe  résultante  sera 
toujours  une  tautochrone.  On  voil  ainsi  qu'il  n'y  a  qu'une 
seule  tautochrone  plane,  mais  qu'il  y  a  une  infinité  de 
tautochrones  à  double  courbure. 

Si  le  mobile  est  assujetti  à  rester  sur  un  plan  fixe, 
incliné  de  l'angle  i  sur  l'horizon,  la  tautochrone  sera 
encore  une  cycloïde;  puisque,  dans  ce  cas,  il  est  soumis 
à  l'action  d'une  force,  grsini,  dont  la  direction  est  con- 
stante. 

3 .  Tautochrone  plane  dans  le  cas  d*  une  force  attractive 
émanant  d^un  centre  fixe  et  proportionnelle  à  la 
distance  à  ce  centre,  La  distance  r  du  mobile  au  centre 
fixe  O  devra  être  substituée  à  la  variable  générale  '^,  et 
il  est  évident  que  lafonctiony(r)  sera  proportionnelle  à  r^. 


(  486  ) 

L'équation  (  9  )  |>eutdonc,  eu  dësiguant  par  K  une  con- 
stante,  se  mettre  sous  la  forme 

(12)  *  =  K  /r*  —  r*. 

De  cette  équation  on  déduit  la  suivante 

dont  le  premier  membre  représente  la  sous-normale  po- 
laire. 

Si  9  désigne  l'angle  formé  par  r  avec  un  axe  fixe  Ox 
partant  de  l'origine  O,  ou  a 


I, 


et  la  formule  précédente  donne 


(.4)  ^=^-\/         r«-:r«         - 

en  prenant  le  signe  -|-  ou  le  signe  —  selon  que  r  croit 
ou  décroît.  Sans  nous  arrêter  à  discuter  cette  dernière 
formule,  nous  nous  bornerons  à  faire  remarquer  que,  si 
jo  jç^a  ^ ,  jg  rayon  r  est  limité  et  la  courbe  est  comprise 
entre  deux  cercles  de  centre  O  ayant  pour  rayons  r^ 

et  — ^^:  2°  K^  =  I,  le  lieu  se  réduit  à  une  droite  et 

l'on  retrouve  ainsi  une  propriété  connue;  3^  K^  ^  i,  le 
rayon  vecteur  /*  croît  indéfiniment  et  0  devient  infini 
avec  lui  ;  la  courbe  est  alors  une  spirale  formée  de  deux 
branches  symétriques  qui  s'éloignent  indéfiniment  du 
centre  d'attraction.  Si  dans  cette  dernière  hypothèse  r^ 
est  nul,  on  a,  en  désignant  par  M  une  constante, 


±     • 


r=  Mo    vOfî=n, 
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équation  d'une  spirale  logarithmique  dont  l'origine  est 
le  point  d'arrivée. 

Revenons  maintenant  à  l'interprétation  géométrique, 
que  nous  avons  donnée  plus  haut,  de  la  formule  (i3}» 
Soient  A  {fig-  i)  un   point  quelconque  de  la   tauto- 


Fig.  I. 


chrone  ;  r  son  rayon  vecteur  OA  ;  AI  la  normale  en  ce 
point  ^  01  la  sous-norihale  polaire.  La  formule  précitée 
revient  à  la  suivante 

(i5)  K.OI  =  A^-r». 

Décrivons  du  point  O  comme  centre,  avec  un  rayon 
quelconque  R',  une  circonférence  qui  viendra  couper  en 
C  la  direction  de  AI  et  désignons  par  ^  l'angle  ACO.  La 
formule  {i5)  se  transforme  dans  la  suivante  : 

(i6)  KR'sini;;  =  /r»  — rj, 

d'après  laquelle  on  voit  que  l'on  doit  avoir  d/  =  o  pour 

Supposons  que  le  lieu  des  points  A  âoit  la  trajectoire 
d'un  point  déterminé  du  plan  d'une  courbe  qui  roule  sur 
la  circonférence  de  rayon  R':  pour  la  position  A  du  point 
décrivant,  le  contact  aura  lieu  en  C.  Soit  p  r=  AC  le  rayon 
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vecteur  de  la  courbe  roulante  rapportée  au  pôle  relati- 
vement fixe  A  ^  on  a 

/•«  =  y>ï  H-  R'*  —  2  R>  cos  «J^, 
par  suite 

en  désignant  par  pi  la  valeur  de  p  correspondant  â  r  =  ri 
ou  à  <J^  =  o.  Nous  avons  ainsi 

Portant  cette  valeur  dans  Téquation  (i6)  et  résolvant 
par  rapport  à  cos^,  on  trouve 

,     ,  .       p  ±  //>'(!—  Kî)  -h  (/?«  —  -iWpi  H-  K«R'*)K« 

(17)  cos4;= j^^ig, 

Admettons  qu'il  soit  possible  de  profiter  de  l'indétermi- 
nation de  R'  pour  annuler  le  second  terme  sous  le  radical; 
nous  aurons 

(18)  R'  =  g(i±/r=nô), 

ce  qui  exige  que  K^i  ;  en  admettant  qu'il  en  soit  ainsi, 
la  formule  (17)  se  réduit  à  la  suivante 

(19)  cos4;=  ^(,±:/7=TC«). 

Pour  que  Ton  ait  cos»}  =  t  pour  /?  =^|,  il  faut  que 
les  mêmes  signes  se  correspondent  dans  les  deux  équations 

(18)  et  (19),  et  alors  cette  dernière  devient 

(  20  )  cos  <l  =  ^  - 

Pi 

On  voit  ainsi  que  A  se  trouve  sur  une  circonférence 
décrite  sur  CB  =  p^  comme  diamètre.  Le  lieu  de  A  sera 
donc  l'une  ou  l'autre  des  deux  hypocycloïdes,  engendrées 
par  un  point  de  la  circonférence  ci-dessus  roulant  sur  les 
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circonférences  ayant  O  pour  centre  et  pour  rayons  les 
racines  de  Téquation  (i8).  La  première  de  ces  racines 
est  supérieure  à  pi,  la  seconde  lui  est  inférieure,  comme 
on  le  reconnaît  en  la  mettant  sous  la  forme 


Si  K  =  1 ,  on  a  R'  =  ;?i  ;  les  deux  circonférences  fixes 
se  confondent  en  une  seule  et  il  est  visible  que  le  lieu 
du  point  A  se  réduit  à  la  droite  de  de  Lahire. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  K  est  supérieur  a 
Tunité  et  déterminons  R'  de  manière  à  rendre  minimum 
le  second- terme  sous  le  radical  deTéquation  (17)* 

Nous  trouvons  ainsi 

(ai)  R'=^* 


(22)  COSïJ;  = 


La  dernière  de  ces  formules  peut  s'exprimer  ainsi 
en  posant 


P\ 


et  Ton  en  déduit 


dcos^  =  (  i  rp  -- )  dx» 

Or,  à  partir  de  a:  =  i ,  dx  est  négatif;  cos  '},  qui  était  égal 
à  l'unité,  doit  décroître;  le  signe  supérieur  du  radical 
dans  les  formules  (22)  et  (a3)  doit  donc  ainsi  être  rejeté. 

Quoi  qu'il  en  soit,  on  voit  que  p  et,  par  suite,  la 
courbe  roulante  seraient  limitées,  tandis  que  nous  avons 
vu  plus  haut  que,  pour  K  [>  i .  le  lieu  de  A  était  illimité, 
ce  qui  parait  paradoxal. 

Mais  nous  ferons  remarquer  que  le  mode  de  généra- 
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tîon  (lu  lieu  ^^ {fig-  a) de  A,  par  le  roulement  d'une 
courbe  sur  la  circonférence  O  de  rayon  R',  n'est  réali- 
sable que  pour  une  partie  limitée  de  ce  lieu.  On  voit  en 
effet  que  le  contact  de  roulement  C  est  déterminé  par 

Fig.  2. 


Tintersection  de  la  circonférence  ci-dessus  avec  la  nor- 
male en  Â  a  P'P"'.  Soient  A',  A''  les  positions  de  A  pour 
lesquelles  les  normales  à  PP'  sont  tangentes  en  C,  Q"  à 
la  circonférence.  Il  peut  arriver  que  les  normales  menées 
en  dehors  de  A' A''  ne  rencontrent  plus  cette  circonfé- 
rence, et  alors  le  mode  de  description  admis  du  lieu  de  A 
ne  sera  plus  admissible  pour  A'P'  et  K"V"^  et  c'est  ce 
qu'il  fallait  expliquer. 

4.  Tautochrone  plane  dans  le  cas  d'une  force  ré- 
pulsive émanant  d'un  centre  fixe  et  proportionnelle  à 
la  distance  de  ce  centre,  —  Il  est  évident  (fig»  3)  qu'au 
lieu  des  formules  (12)  et  (i3),  (16),  nous  avons  les 
suivantes  : 


(24) 

(25) 
(26» 


ds  K^    » 


(   ^9'  ) 


De  plus,  on  voit  que 


/•J=/?î-T-R'*-f-2ll>,; 


alors  l'équation  (  26)  donne 


(27)     005^'  = 


/>±/j[>«(i-hK»)  — (/>*-+- R>,  —  K«R'»)K« 


K«R 


En  égalant  à  zéro  le  second  terme  sous  le  radical ,  on 
trouve 

en  supprimant  la  racine  négative  qui  n'a  aucune  signi- 

Fig.  3. 


fication,  et  la  formule  (ay)  donne,  en  se  rappelant  que 
Ton  doit  avoir  ^  =  o,  pour  p:=zp^^ 

cos<J/  =  —  • 

P\ 

On  voit  donc  que  dans  tous  les  cas  la  tautochrone  sera 
une  épicycloïde  décrite  par  un  point  de  la  circonférence 
ayant  ^1  pour  diamètre  roulant  sur  la  circonférence  fixe 
de  ravon  R'. 
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5.  Taulochrone  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est 
proportionnelle  au  carré  de  la  vitesse.  —  Si  nous  con- 
servons les  notations  du  n^  1 ,  et  si  nous  désignons  par 
k  le  coeflicient  de  résistance  du  milieu,  le  principe  des 
forces  vives  donne 

en  se  rappelant  que  ds  est  négatif.  On  tire  de  là 

ds  ds 

équation  linéaire  en  s^^  dont  l'intégrale  est 

/*'  ds'^ 

d'où 

e-^'ds 


dt  —  ~ 


â/-ajr\-i*^rf/(y; 


et 

(28)  ■       '  ""        "^ 


'^^tS. 


Nous  remarquerons  que  Ton  a 

V  y  V 

Jj^  Jt^  «/z, 

Posons 

(29)       ~A=   r^^-î*'é//(x),    ^=  r  e-^^'d/{x)r 

e-^'ds  =  ^(x)dXf 

X  étant  une  variable  que  nous  substituerons  à  y\  nous 
aurons  x=o  pour  ^  =  ^j  et  x=h  pour  -^rrry^. 
L'équation  (28)  devient 

(30)  .=  •  r*îi^ 
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et  prend  ainsi  la  même  forme  que  lorsqu'il  n'existe  pas 
de  milieu.  On  esL  donc  conduit  à  poser,  en  désignant 
par  C  une  constante, 

(3i)  ?(^)=-^ 

OU 

Q^dx 


e-**  ds  = 


\/x 

Comme  on  a  5  =  o  pour  '/=^  '/ j  ou  pour  a:  =  o,  il  vient, 
en  intégrant, 

—  T  («"***"— 0  =  aCv/ï. 

En  élevant  au  carré  et  remplaçant  a:  par  sa  valeur  (29), 
on  trouve 

.^^^  ( ^-A..  _  ^ ^-x .  ^i)=  f    e-«** d/{ X ). 

Si  nous  diûTérentions,  nous  trouvons 

I 


2 


__(_,^_e*.)rf,=rf/(y). 


En  intégrant  maintenant  et  remarquant  que  5=0 
poury=:yj,  il  vient 

pour  Téquation  générale  des  tautoclirones. 

On  remarquera  que  t  a  la  même  valeur  que  dans  le 
vide,  en  vertu  de  la  formule  (16)  et  de  l'expression  (17) 
de  la  fonction  ^(jo)^  et  il  est  facile  de  démontrer  que  la 
composante  tangentielle  de  la  force 

-/'(x)g-^-^'       . 

est  proportionnelle  à  s. 
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RÉSOIMION  rUKE  ÉQUATION  INDÉTERMISltE  ; 

Pau  m.  s.  RÉALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


Soit  proposé  de  résoudre,  en  nombres  entiers,  l'é- 
qualion  indéterminée 

37*  -^  iixy  —  ny^  =  i , 

dans  laquelle  n  est  un  entier  donné. 

On  s'assure  facilement,  par  la  substitution  directe, 
que  si  une  solution  particulière  est  donnée  par  l'ëgalité 

ou   arrivera  à    une    nouvelle  solution   au   moyen    des 

formules 

\  X  =  (/t-f-i)a  —  n^, 

« 

en  admettant  que  n  est  différent  de  —  i  et  de  —  %. 

Cette  solution^  cependant,  n'en  produit  pas  d'autre, 
vu  que,  eu  y  appliquant  les  mêmes  formules,  on  retombe 
sur  les  valeurs  x  =  a,  ^  =  ^.  Mais  la  nature  même  de 
l'équation  nous  conduit  à  assigner  une  troisième  solution 
distincte  de  la  première  et  associée  à  la  seconde,  après 
quoi  la  continuation  du  procédé  donnera  naissance  à  une 
infinité  de  solutions  subséquentes. 

D'après  cela,  les  valeurs  initiales  a=:  i,  ^  =  o  ayani 
amené  les  valeurs  a:  =  /z-l-ï,  ^  =  /i4-2,  résolvons 
l'équation  par  rapport  à  l'inconnue  x,  après  y  avoir  fail 
y^  =  /i  -h  2.  liions  viendra 

•À  'j. 
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où  le  signe  supérieur  correspond  à  la  solution  précédente;, 
tandis  que  le  signe  inférieur  nous  met  eu  présence  de  la 
solution  associée 

a-  =  —  (  /i*  -f-  3  /i  f- 1  ), 

ou,  en  changeant  les  signes  de  x  et  de  j",  ce  qui  n'altère 
pas  le  résultat  de  la  substitution  dans  la  proposée, 

r  X  =  «^4-3/1-^1, 

De  celle-ci,  par  les  mêmes  formules,  dérive  une 
nouvelle  solution,  accompaguée  d'une  autre  qui  lui  est 
associée,  et  ainsi  de  suite. 

Remarque,  —  Ecrivons  les  valeurs  successives  de  x 
comme  il  suit  : 

^1  =  1, 

.ra  =  I  ~       /i, 

.r,-,  =  I  -^  10 /i  -^  I  î  w* -f-    7  w'  "^    /i», 
x^—  I  —  1 5  n  -^  35 n*  -i-  a8  n'  -^  9  /i*  -^  /i». 


où  le  terme  indépendant  de  n  est  partout  égal  à  l'unité. 
Nous  reconnaîtrons  aussitôt  que  les  cocfQcients  de  n  sont 
donnés  par  la  suite  des  nombres  triangulaires;  ceux  de 
n^  par  la  suite  des  nombres  figurés  du  quatrième  ordre  ; 
ceux  de  /z'  par  la  suite  des  nombres  figurés  du  sixième 
ordre,  etc.  On  est  conduit  à  conclure  de  là  que  Ton  doit 
avoir,  en  général, 

(a  —  \)a  (a  —  9.)(a  —  i)a(a-hi)    ^ 

Ta  =  iH -—^  n  -^ — ^ -' ni 

7.  a .  3 .  î 


^a  — 3  l(rtr  —  a). .  .(«-4- 2)    , 

,.  _      ,  ft       .    .  .  .  -^     n 

'.«  .  3  .  4  .  5  .  U 
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le  coefficient  de  /i*  étant 

(a  —  k)(a  —  k  -h  i)(a  — A--h  2).  ..(a-f- A'  —  i) 
2.3.4..  .(2A:  —  i).2X: 

et  c'est  ce  qui  a  lieu  en  eflet  ;  la  vériGcation  est  facile,  et 
nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

Quant  aux  valeurs  de  j^,  on  observera  d'aboixl  que, 
par  la  méthode  même,  chaque  valeur  d'indice  impair  est 
égale  et  de  signe  contraire  à  celle  qui  la  précède,  d'indice 
pair  ;  c'est-à-dire  que  Ton  a  constamment 

11  ne  sera  pas  difficile  d'établir  ensuite  la  formule 
générale 

(a  —  i)a(a-hï)  (a  —  'k)(a  —  i).  .  .(a-\- -x)    . 

ya  =  ^-^ H n-i-""- '    'i  /  K ■'»* 

2.0  2.0. 4*3 

(a  —  3)(a  —  2)...(a-f-3)    , 
2.3.4.3.0.7 

pour  toute  valeur  paire  de  Tindicc  a.  On  voit  ici  appa- 
raître, comme  coefficients  des  différentes  puissances  de 
n,  les  nombres  figurés  d'ordre  impair,  de  même  que  les 
nombres  d'ordre  pair  se  sont  présentés  dans  l'expression 
de  Xa'  Le  coefficient  de  /**,  dans  y„,  est 

(a  —  A:)(a  —  A-hi)(a  —  A-H-2)...(aH-X*) 

«"  • 

2.3.  |. .  .(ik  -h  i) 
Signalons  la  relation 

qui  a  lieu  pour  toute  valeur  paire  de  a,  et  d'où  l'on 
déduit 

7a  =  a:,  -f-  Xï  -h  3:3  -H ...  -4-  Xa-i  -+-  Xa- 

Cette  formule  nous  reproduit  (d'après  la  sommation 
connue  des  séries  relatives  aux  nombres  figurés)  l'ex- 
pression ci-dessus  de  j^^  en  fonction  de  /i. 


^ 
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Nous  ajouterons,  en  terminant,   que  Téquation  qui 
vient  d'être  traitée  est  un  cas  particulier  d'une  classe 
d'ëqua^ons  appartenant  à  la  forme 

et  dont  la  résolution  s'obtient  par  des  moyens  analogues, 
sans  avoir  recours  aux  méthodes  générales. 


SUR  LES  PROPRIETES  SEGMENTAIRES  DU  TRIANGLE. 

solution  du  problème  général  :  mener  par  le  sommet  d^un 
triangle  une  droite  qui  divise  le  coté  opposé  en  segments 
proportionnels  aux  puissances  /t^^*^  dbs  côtés  adjacents, 

Par  m.  Maurice  D'OGAGNE, 

Élève  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


La  bissectrice  divise  dans  le  triangle  le  côté  opposé 
en  parties  proportiounelles  aux  côtés  adjacents^  la. ligne 
que  nous  avons  appelée  sy médiane  (*),  c'est-à-dîre  la 
droite  symétrique  de  la  médiane  par  rapport  à  la  bissec- 
trice, divise  le  côté  opposé,  ainsi  que  nous  l'avons 
démontré,  en  parties  proportionnelles  aux  carrés  des 
côtés  adjacents.  Nous  avons  été  ainsi  amené  à  nous  poser 
le  problème  énoncé  dans  le  sous-titre  de  cette  Note,  et  à 
essayer  de  le  résoudre  par  une  construction  géométrique 
directe.  . 

Nous  avons  tenu  d'ailleurs  à  ce  que  notre  solution  fût 
purement  géométrique  et  élémentaire.  Elle  est  tout 
entière  contenue  dans  le  théorème  général  que  voici  et 
qui,  croyons-nous^  n'a  jamais  été  remarqué  : 

Théorème.  —  Si  la  droite  AX,  issue  du  sommet  A 

(')  Nouv.  Ann.,  3"  série,  t.  II,  p.  4^o. 

Ann,de  Maehémae,,  3"  série,  1. 11.  (NoTembre  i883.)  3^ 
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d 'un  triangle,  divise  le  côté  opposé  BC  dans  le  rapport 

XB         AB 

jTp-  =  — j^  9  si  le  point  X|  est  le  symétrique  du  point  X 
AG 

par   rapport  au    milieu  M    du  côté  BC,   enfin  si  la 

droite  AY  est  symétrique  de  la  droite  AX|  par  rapport 

à  la  bissectrice  AE  de  l'angle  BAC,  cette  droite  AY 

divise  le  côté  BC  dans  le  rapport  ^p  =  :zr 


YG      âg""' 


Soient 


Xi  P  et  XiQ  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  X| 

sur  les  côtés  AB  et  AC  \ 
YU  et  YV  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  Y  sur 

les  mêmes  côtés  \ 
AH  la  hauteur  abaissée  du  sommet  A. 

Nous  avons 

XiP  _  X^      X^  _  XjiC 
AH  "^   AB  '      AH   ""   AC  ' 
Donc 

XiP  _   X,B.AC 
X,Q  ~   XjC.AB 

ou,  puisque  X|  B  =  XC  et  X|  C  =  XB, 

XtP  _  XC.AG  _  Xg''^' 
X,Q  "■  XB.AB  -  ^"^*' 

La  droite  AY  étant  symétrique  de  AX|  par  rapport  à 
la  bissectrice  AE  de  Tàngle  BAC,  on  a 


YU       XiQ       AB 


•»+i 


YV       X,  P       ^'*+»  ' 

YU       YB    Y\^       YC 
et  comme^  =  _,_=_,  on  a  aussi 

YU  _  YB.AC  ,      YB.AG  _  Âb"^* 

YV  ~  YC.AB'  YC.AB  ~  ^"^ï 


r 


et,  par  suite, 
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YB        AB 


YG  J^n.. 


C.   Q.    F.    D. 


Corollaire.  —  Le  théorème  précédent  permet  de  faire 
dériver  géométriquement  la  droite  issue  du  sommet  A, 

qui  divise  le  côté  BC  dans  le  rapport  -tt^j  delà  bissec- 
trice ou  de  la  symédiane,  suivant  que  n  sera  impair  ou 
pair,  puisqu'il  permet  de  faire  croître  l'exposant  n  de 
deux  en  deux  unités. 

Remarque  I.  —  Le  théorème  peut  être  pris  à  l'inverse 
et  permet  alors  d'étendre  la  construction  au  cas  où  l'ex- 
posant n  est  négatif,  c'est-à-dire  où  les  segments  sont 
inversement  proportionnels  à  des  puissances  données  des 
côtés  adjacents. 

Remarque  II,  —  Il  résulte  de  la  démonstration  que, 

/î+2 

.  YB        AB 

SI  Yf  =  =3^+2  '  on  a 
^^        AG 


YU        AB 


-n+\ 


^^        AG 

on  voit  par  là  que  le  théorème  précédent  permet  aussi  de 
diviser  l'angle  BAC  en  deux  parties  dont  les  sinus  soient 
proportionnels  à  des  puissances  données  des  côtés  adja- 
cents. 

Remarque  III.  —  Il  est  bien  clair  que  les  trois  droites 
issues  respectivement  des  trois  sommets  et  divisant  les 
côtés  opposés  proportionnellement  à  la  même  puissance 
n  des  côtés  adjacents  concourent  au  même  point. 

Ce  point  est  tel  que  ses  distances  aux  trois  côtés  sont 
proportionnelles  aux  puissances  n —  i  de  ces  côtés. 

Il  se  confond  avec  le  point  pour  lequel  la  somme  des 
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puissances des  distances  aux  trois  côtés  du  triangle 


est  minimum. 


CONCOURS  DADHiSSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE  EN  1881, 

SEGONBB  SESSION 

(  Toir  s*  série,  t.  I,  p.  36s  )  ; 

SOLUTION  DE  M.  Alfred  CHAMBEAU, 

Élève  du  Lycée  Condorcet. 


On  donne  une  parabole  j^  =2^  apx,  rapportée  à  son 
axe  et  à  son  sommet,  et  un  point  P(a,  P)  dans  le  plan 
de  la  courbe  : 

1°  Démontrer  que  du  point  P  on  peut,  en  général, 
mener  trois  normales  à  la  parabole  ^  former  l' équation 
du  troisième  degré  qui  donne  les  ordonnées  des  pieds  A, 
B,  C  de  ces  normales  ; 

a°  Démontrer  que  chacune  des  deux  courbes 

^ -*-(/>— a)7 —7)  p  =  o, 
j''-f-  7.x^ —  ^y  —  aaa:  =  o, 

passe  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P  e^  trouver  /'e- 
quation  générale  de  toutes  les  coniques  passant  par  ces 
quatre  points; 

3°  Chacune  de  ces  coniques  coupe  la  parabole 
donnée  aux  trois  points  fixes  A,  B,  C  et  en  un  qua- 
trième point  D'^  trouver  les  coordonnées  du  point  D; 

4°  Par  le  sommet  de  la  parabole  donnée,  on  ima- 
gine deux  droites  parallèles  aux  asymptotes  de  Vune 
quelconque  des  coniques  précédentes  i  on  mène  la  droite 
joignant  les  points  d'intersection  de  ces  deux  droites 
avec  la  conique,  et  on  la  prolonge  jusqu'à  sa  rencontre 
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nvec  la  parallèle  DIV  menée  à  l'axe  de  la  parabole 
par  le  point  D-, 

Former  et  discuter  le  lieu  de  ce  point  de  rencontre. 

i^  L'équation  de  la  parabole  est 

(i)  y*=2px; 

celle  de  la  normale 

La  normale  devant  passer  par  le  point  P(a,  ^),  on  a 
la  condition 

Les  points  d'incidence  sont  à  l'intersection  de  la  pa- 
rabole avec  l'hyperbole  élquilatère  ayant  pour  équa- 
tion 

(a)  a^x  +  (/>  —  a)^— />  P  =  o; 

il  y  a  ordinairement  trois  points  d'intersection,  et  par 
suite  trois  normales.  Si  Thyperbole  est  tangente  à  la 
parabole,  il  n'y  a  plus  que  deux  solutions^  enfin,  d'après 
la  position  même  des  deux  coniques,  il  y  a  toujours  un 
point  réel  d'intersection. 

Cherchons  l'équation  aux  ordonnées  des  points  d'in- 
cidence; éliminant  x  entre  les  équations  (i)  et  (a),  on 
obtient 

(3)  7»-f-  a/>(/?  —  a)y  —  a^p'P  =  o, 

équation  du  troisième  degré  qui  montre  qu'il  y  aura 
ordinairement  trois  solutions;  elle  a  d'ailleurs  toujours 
une  racine  réelle. 

La  condition  pour  que  cette  équation  ait  une  racine 
double  est,  après  simplification. 
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C'est  le  lieu  des  points  P  par  lesquels  on  peut  mener 
deux  normales  à  la  parabole,  c'est  la  dév^eloppée  de  la 
parabole;  cette  courbe  divise  le  plan  en  deux  régions  : 

dans  l'ime  on  a 

27/?^*— 8(a  — /?)»>o 

et  Ton  ne  peut  mener  par  un  point  qu'une  normale  k  la 
parabole;  dans  l'autre  on  a 

277)P«— 8(a— /;)»<o 

et  Ton  peut  mener  d'un  point  trois  normales  à  cette 
courbe. 

2°  L'équation 

(4)  ^*-h2a?* — ^y  —  2aa:  =  o 

représente  une  ellipse,  et  elle  résulte  de  l'élimination 
de  p  entre  les  équations  (i)  et  (a),  car  de  Téquation  (i) 
on  tire 

remplaçant  p  par  ^^  dans  Téquation  (â  ),  on  a 

y{y^-^  2ar' —  pj'  —  2aa7)  =  o, 

équation  qui  donne  j^  =  o,  axe  des  x^  et 

y^-k-  207* —  ^y  —  lOLX  =  o, 

résultant  de  la  combinaison  des  équations  (i)  et  (s). 
Cette  équation  représente  une  conique  passant  par  les 
points  d'intersection  de  la  parabole  et  de  l'hyperbole 
équilatère,  c'est-à-dire  par  les  pieds  des  normales  me- 
nées du  point  P;  on  vérifie  de  même  facilement  que  le 
point  P  est  sur  cette  ellipse. 

Il  suit  de  là  que  Téquation  générale  des  coniques  pas- 
sant par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P  est 

(5)      ^  H-  (/>  —  3t)jK  — /?p  -h  ^(/'-4-  237*—  3/—  1%X)  =  O. 


(  5o3  ) 

3**  Nous  savons  que  les  coniques  représentées  par 
réquation(5)  coupent  la  parabole  aux  points  â,  B,  C. 
Cherchons  les  coordonnées  du  quatrième  point  d'inter- 
section D  :  Téquation  aux  ordonnées  de  ce  point  s'obtient 
en  éliminant  x  entre  les  équations  (i)  et  (5),  ce  qui 
donne 

ou 

!>»-+-  ip{p  —  9,)y  -^  ap»  P](  V  -^P)  =  o 

et,  par  suite,  les  deux  équations 

7»  -h  2/? (/?  —  a)7  —  2/?*  P  =  o, 

correspondant  aux  trois  points  A,  B,  C,  et  Xy  -|-  p  =  o 
ou  j^  =  —  y  >  ordonnée  du  point  D.  Son  abscisse,  tirée 
de  Téquation  (i),  est 

2X« 

4**  L'équation  (5)  ordonnée  est 
(6)    \y^-^xy  H-aXar'-h  (/?  —  a—  pX)j^  —  aXaar— 7>p  =  o; 

Téquation  donnant  les  directions  asympto tiques  est 

(7)  X^'-4-ar^-h2Xx*=aO. 

En  retranchant  ces  deux  équations  membre  à  membre, 
on  a 

(8)  (/>  —  a  —  P^)^  —  aXaar — ^5^  =  0. 

C'est  l'équation  de  la  droite  passant  par  les  points  d'in- 
tersection de  la  conique  et  des  directions  asymptotiques. 
La  parallèle  à  Taxe  de  la  parabole  passant  par  le  point  D 
a  pour  équation 

(9)  •         >-=-f 


(  5o4  ) 

Éliminons  X  entre  les  équations  (8)  et  (9),  nous  aurons 
Téquation  du  lieu  demandé 


y«  =  —^ —  X, 


équation  d'une  parabole  ayant  même  axe  et  même  som- 
met que  la  parabole  donnée. 

Note,  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Moret-BIanc  et 
Séquestre,  Maître-Répétiteur  au  Lycée  d'Angoulème. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L  ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1882; 

SOLUTION  ANALYTIQUE  DE  M.  A.  HILAIRE, 

Professeur  au  lycée  de  Douai  ('). 


On  donne  deux  cercles  se  coupant  aux  points  A  et 
B.  Une  conique  quelconque  passant  par  ces  points  et 
tangente  aux  deux  cercles  rencontre  i hyperbole  équi- 
latère,  qui  a  ces  points  pour  sommets,  en  deux  autres 
points  Q  etH  : 

1°  Démontrer  que  la  droite  CD  passe  par  un  des 
centres  de  similitude  des  deux  cercles  donnés; 

2°  Si  l*on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant 
par  A  et  B,  sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démon- 
trer que  le  lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  deux 
circonférences  E  ef  F  ; 

3^  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question  et  ayant 
son  centre  sur  l'une  des  circonférences  E  oa  F  ;  démon- 
trer que  les  asymptotes  de  cette  conique  rencontrent 
cette  circonférence  en  deux  points  fixes  situés  sur  l'axe 
radical  des  deux  circonférences  données. 


(•)  Une  solution  géométrique  a  été  donnée  dans  le  numéro  d'août 

1882. 


(  5o5  ) 

Préliminaires.  —  Je  prends  pour  équations  des 
deux  cercles  donnés 

a?'  —  iax-\-y^  —  Ô*  =  o    ou    {x  —  a)' -4-j'*  =  a' H-6*  =  r*, 
a?'-l-2a'iF-h^*  — ^«  =  o    ou    (ir  +  a')*-h^*  =  a'«-h6»=  r'*. 

La  conique  devant  passer  par  les  points  A  et  6  et  être 
tangente  à  chacun  des  deux  cercles ,  son  équation  peut 
être  mise  sous  Tune  des  deux  formes  suivantes  : 

x^ — lax  -\-y^ — 6' — \x[{x  —  a)cosa  -4-^sina — r]  =  o, 
x^->r- la' X -^ y^  —  b* —  Vx^x-^-  a')  cos ol' -h y sin ol' —  r']  =  o(*), 

ou,  en  développant, 

x^(i — Xcosa) — xyX  sina  -t-y* — 3p(ia  — Xacosa  — Xr) — ^*=o, 
x\i — X'cos  a'y—xyV  sin  a! -\-y^-\-x{2  a'—  X'a'cos  a'+X  V)— 6'=o. 

Ces  deux  dernières  équations  représentent  une  même 
conique;  les  termes  en  j-^  ont  le  même  coefiicient,  les 
termes  indépendants  sont  égaux*,  donc  les  autres  coeffi- 
cients doivent  être  égaux. 

(i)  I  —  Xcosa  =  1  —  X'cos  a', 

(  2  )  X  sin  a  =  X'  sin  a', 

^3)  X(acosa-4-  r)  —  ia  =  aa'-h  X'(r' —  a'cosa'). 

Les  équations  (i)  et  (2)  donnent  tanga'=  tanga,  ce 
qui  fait  deux  cas  à  distinguer. 

Premier  cas  :  a!  z=za, 

T  étant  le  point  de  contact  de  la  conique  avec  le  pre- 
mier cercle,  et  T'  avec  le  second, 

T'  est  homologue  de  T,  la  droite  TT'  passe  par  le 
centre  de  similitude  externe  des  deux  cercles. 

On  a 

cosa'=cosa    et     X'=X. 


(*)  a  et  a'  sont  les  angles  que  forment  avec  l'axe  des  x  les  rayons 
menés  des  centres  des  deux  cercles  à  leurs  points  de  contact  T,  T' 
avec  la  c<)ni(iue. 


(  5o6  ) 

Deuxième  cas  :  a'  =  a  -+-  ii. 

T  étanl  le  point  de  contact  avec  le  premier  cercle, 
et  T^  avec  le  second,  ï"  est  diamétralement  opposé  à  T'. 
La  droite  TT''  passe  par  le  centre  de  similitude  interne 
des  deux  cercles  donnés. 

On  a 

cosa'=  —  cosa    et     X'  =  —  X. 

En  résumé,  X'  =  ±:  ).  avec  cosa'==±:  cosa,  les  signes 
allant  ensemble. 

La  relation  (  3  )  devient 

X(acosaH-  r)  —  ia 

=  aa'di  X(/''qp  a' cosa)  =  a«' —  Xa'cosa  ±:  Xr', 
d'où 

^  __  a(g-4-a^) 

"  {a-\-  a')  cosa  -\-  rz^  r 

et,  parce  que  a-^-  al  est  égal  à  la  distance  d  des  deux 
centres, 


d  cos  a  -h  r  rp  r" 
r  —  r^  correspond  au  premier  cas,  et  r  +  /  au  deuxième. 

Détermination  du  genre  de  la  conique  représentée 
par  Téquation 

x^{\  —  X  cosa)  —  xy\  sina  -h^' 

—  x{ia  —  Xa  cosa  —  Xr)  —  6*=  o. 
On  a 

X'sin*a  —  4(ï  —  ^  cosa) 

=  X2(i— <ios*a)  —  4(i  —  X  cosa)  =  X«  — (2  —  X  cosa)*, 

et,  en  remplaçant  X  par -y ?>  il  vient 

'  *     ^  *       a  cos  a  H-  r  qp  r 

\^      f         \  M        ^[d^-(rzç,ry\ 

X«  — (2  — Xcosa)»=  f^ •,,,' 

(ocosa -+- rqc  r)* 

Or,  les  deux  cercles  se  coupant  par  hypothèse,  on  a,  à 


' 


(  5o7  ) 
la  fois, 

Donc,  dans  le  premier  cas,  Téqualion  représente  des 
hyperboles  et,  dans  le  deuxième,  des  ellipses. 

1 .  L'hyperbole  équilatère,  dont  les  sommets  sont  A 
et  B,  est  représentée  par 

y^  —  X* —  6*=  o. 
En  retranchant  membre  à  membre  les  équations 

y\ ayl ^1=  o 

et 
x^  —  aaar-i-j^* —  6* — \x\{^x  —  a)cosa-f-j'sina  —  r\  =  o, 

et  supprimant  le  facteur  x,  on  a,  pour  l'équation  de  la 
corde  commune  CD,  différente  de  AB, 

li^x  —  d)  —  X[(a?  -*•  d)  cosa  -h^sina  —  r]  =  o. 

Si  l'on  fait  j^  =  o,  on  a 

—  Xr 

X  —  a  =  ^ j 

2  —  A  cosa 

et,  en  remplaçant  \  par  ^ ,  >  il  vient 

'  *      *  *        acosa-Hrqzr 

—  dr 

X  —  a  = ,' 

Premier  cas  :  x — a=  -; -,\  la  droite  CD  passe  par 

le  centre  de  similitude  externe  de  deux  cercles. 

Deuxième  cas  :  x  —  a  = -?  ;  CD  passe  par  le  centre 

de  similitude  interne. 

2.  Lieu  des  centres  des  coniques  représentées  par 
l'équation 

x^ —  lax  -\- y^—  6* —  \x\(x  —  «)cosaH- r  sina —  r]  =  o. 


(  5o8  ) 

Les  dérivéesy[^.,y^  du  premier  membre  de  celte  équation 
étant 

y^=  a(a:  —  a)  —  ^[(a:  —  «)  cosa  -h y  sina  —  r]  —  "kx  cosa, 
y^=  2/  —  Xrpsina, 

les  coordonnées  d'un  centre  satisfont  aux  équations 

2(x  —  a)  —  X[(a7  —  a) cosa  -4-^  sina  —  r]  —  X a?  cosa  =  o 

ou 

2(2?  —  a)  —  X[(2a7  —  a)  cosa  H-^sina —  r]  =  o 
et 

2/  —  \x  sina  =  o. 

// 

En  remplaçant  X  par  j ,  9  ces  équations  de- 

*      *  '^      acosa-hrifir  ^ 

viennent 

(x  —  a)(fl?cosa-l-  rzpr')  —  d[{^x  —  a)cosa-H^sina  —  r]  =  o, 

j^(rfcosa  -f-  r  zp  r')  —  ^sina  =  o, 
d'où 

<i2r  cosa  -h  c^  sina  =  (a:  —  a)(r  ip  r')  -h  dr 
et 

c^^cosa  —  c^sina  =  — y(r  zp  r'). 

Elevant  au  carré  et  ajoutant  membre  à  membre,  on  a 

=  [{x  —  a)*-i-7*](r  zp  r')*-h  7,dr{r  zp  r^){x  —  a)-\-d^r*. 

Le  lieu  des  centres  se  compose  donc  de  deux  cercles 
dont  on  peut  séparer  immédiatement  les  équations;  le 
premier  de  ces  deux  cercles,  correspondant  à  r  —  r',  est 
le  lieu  des  centres  des  hyperboles,  et  le  second,  le  lieu 
des  centres  des  ellipses. 

Dans  Téquation  précédente,  les  coefficients  sont  trop 
compliqués  pour  qu'on  puisse  déterminer  rapidement  le 
centre  et  le  rayon  de  chacun  des  deux  cercles.  On  les 
détermine  facilement  au  moyen  des  considérations  sui- 
vantes. 

D'après  les  préliminaires,  les  tangentes  aux  points  T, 


(  •^^«y  ) 

'F,  T"  sont  parallèles  ^  donc  le  milieu  de  T'F  est  le  centre 
de  V hyperbole  TT'AB,  et  le  milieu  de  TT''  est  le  centre 
de  l'ellipse  TT''AB. 

Or  les  coordonnées  des  points  T,  T',  T"  sont  respec- 
tivement 

Xx=      a-f-rcosa,     j^i  =      rsina, 

jri  =  —  a'H-/*'cosa,    yt=      r'sina, 
373  =  —  a' — r'cosa,    J^s  =  — r'sina. 

Donc  les  coordonnées  du  milieu  de  TT'  sont 

a  —  a'-f-  (r-h  r')  cosa 


X  = 


y  = 


2 

{r  -\-  r')  sin 


1 
Il  s'ensuit 


La  circonférence  représentée  par  cette  dernière  équation 
est  le  lieu  géolné trique  des  centres  des  hyperboles. 
De  même,  les  coordonnées  du  milieu  de  TT''^  sont 

(a  —  a' )  -h  ( r  —  r' )  cos a 


•à 


{  r  —  r  )  sina 

y  =     , 

•2 


d'où 

équation  d'une    circonférence,    lieu    géométrique    des 
centres  des  ellipses. 

3.  En  multipliant  par  2  Téquation  de  l'hyperbole  va- 
riable, elle  devient 

2a?'(j  —  X  cosa) 

—  larv'k  sina  -+-  2jK*—  2xf?,a  —  \(a  cosa  •+  r)]  —  26*=  o. 


(  ^»«  ) 

de  la  forme 

Ax^-h  aBarj-h  Cj*4-  iT)x-\-  F  =  o; 

et  Téquation  de  l'ensemble  des  deux  asymptotes  est  alors, 
comme  on  sait, 

CD* 

Les  asymptotes  coupent  Taxe  des  y  en  des  points  dont 
les  ordonnées  s'obtiennent  en  faisant  x  =  o,  dans  cette 
dernière  équation,  ce  qui  donne 

^        B«  — AC 
Mais 

D'  =  [X(a  cosa-f-  r)  —  2 a]* 

OU,  en  remplaçant  X  par  sa  valeur 


dcosd  -+-  r —  r* 

-._       {  ^d( a  cos OL -h  r)  1*       4f  c?r  — a(r -— r')l« 

D*=  I  -T— ^^ -,  —  aal    =  -S i —-• 

Lacosa  —  r— r  |  (a  cosa  H- r  —  r  )* 

D'ailleurs,  on  a  déjà  calculé  la  valeur  de 

(  rf  cos  a  H-  r  —  r'  )*  ' 
donc 

D»        _  [rfr  — a(r— r^jj' 

B*  — AC"*      rf2  — (r  — r')* 

Cette  valeur  de  .    _  .   ,  est  indépendante  des  variables 

a,  X;  donc  les  asymptotes  des  hyperboles  coupent,  en 
deux  points  fixes,  l'axe  des  y  y  qui  est  l'axe  radical  des 
deux  cercles  donnés. 

Pour  savoir  quels  sont  ces  deux  points  6xes,  il  suflitde 
considérer  un  cas  particulier.  Supposons,  par  exemple, 
que  la  droite  TT'  se  confonde  avec  une  des  tangentes 
communes  aux  deux  cercles.  L'hyperbole  TT' A B  se  ré- 
duit alors  aux  deux  droites  TP  et  AB5  par  conséquent. 


(  5..  ) 

le  point  de  rencontre  de  la  tangente  commune  TT'  et  de 
Taxe  radical  AB  est  un  des  deux  points  fixes.  L'autre 
est  le  point  de  rencontre  de  la  seconde  tangente  commune 
et  de  Taxe  radical. 

Note.  —  Des  solutions  de  la  même  question  nous  ont  été  adressées 
par  MM.  Moret-Blanc;  Ernest  Malo,  lieutenant  du  génie  à  Besan- 
çon; L.  Blanchard^  boursier  à  la  Faculté  de  Cl ermont- Ferra nd;  Haure 
et  A.  Goulard,  élèves  à  l'Ecole  Normale  supérieure;  Bertagne,  élève 
du  lycée  de  Marseille. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  LtCOLE  NORMALE  EN  1852 

(  voir  i'*  série,  t.  XI,  p.  324  ); 

Par  m.  L.  KIEN, 

Élève  du  pensionnat  Notre-Dame-du-Sacré-Cœur. 


On  donne  une  conique,  ellipse,  hyperbole  ou  para- 
bole et  deux  axes  fixes  qui  passent  par  un  foyer  et 
font  entre  eux  un  angle  de  grandeur  déterminée.  On 
fait  rouler  sur  la  conique  une  tangente,  et  par  les  points 
oit  cette  droite  rencontre  dans  chacune  de  ses  positions 
les  axes  fixes  on  mène  deux  autres  tangentes  à  la 
courbe;  ces  deux  dernières  tangentes  se  coupent  en  un 
point  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

Nous  prenons  le  foyer  F  considéré  pour  origine,  Taxe 
focal  pour  axe  des x  et  la  perpendiculaire  à  cet  axe  focal, 
en  F,  pour  axe  desJ>^  L'équation  de  la  conique  est 

.r^-f- r' —  [ex  -^ p)^  =  o. 


Soient  r  —  mx  =  o  l'équation  de  Taxe  fixe  FA,  et 
-)  —  m\r  =  o  Téquation  de  l'axe  fixe  FB. 


(  5ia  ) 

L'équation  de  la  tangente  mobile  AB  est 

a^(cos(p  —  e) -hj^  sinîp  — />  =  o    (*). 

L'équation  générale  des  droites  qui  passent  par  A, 
intersection  de  FA  et  de  la  tangente  AB,  est  donc 

ar(cos©  —  g)  -^y  sintp  — /?  -h  X(^  —  mx)  =  o 
ou 

(A')  (cos©  —  e  —  /wX)ar-h^(XH-sino)  — />  =  o. 

Il  faut  maintenant  exprimer  que  cette  équation  repré- 
sente une  tangente  à  la  conique.  Pour  cela,  on  peut 
l'identifier  avec  Téquation  x ( cos (f' —  e)  -f-y  sîn cp' — p = o 
d'une  tangente  quelconque,  puis  éliminer  cp'  entre  les 
deux  équations  de  condition  obtenues  :  on  obtient  ainsi 
la  condition  cherchée,  qui  est 

X«(i  -H  /n*)  -H  a(sinçp  —  m  cos©)X  =  o. 

La  solution  X  =  o  correspond  à  AB  ;  on  la  rejette  et 

Ton  a 

^  _  a(/ncos«p  — sinç) 


I  -H  m 


En  transportant  dans  l'équation  [k)  cette  valeur  de  X, 

on  obtient  l'équation  de  la  tangente  autre  que  AB,  issue 
de  A,  à  la  conique.  Cette  équation  est 

\  [(i  —  m*)  coso — ^.e(i -h  m*) -i- 2/n  sincpjj; 

I       -\-[im  coscp  —  (i  —  /n*)  sincpjj^  — jd(i -4-  m*)  =  o. 

L'équation  de  la  tangente,  autre  que  AB,  issue  de  B, 
intersection  de  FB  et  de  AB,  sera  de  même 

|[(i  —  m'*)  coscp  —  e{i-h  m'*)  -h  2m'  siinpjar 
-+-  [am' coscp  —  (i  —  m'*)  sin«p]^  — /)(i-h  m'«)  =  o. 


(•)  <p  est  l'anf^le  que  le  rayon  vecteur  mené  du  foyer  au  point  de 
contact  de  la  tangente  AB  fait  avec  l'axe  des  x. 


(  5.3  ) 

L'équation .  du  lieu  résulte  de  l'élimination  de  <p 
entre  les  équations  (i)  et  (2). 

Si  Ton  ordonne  ces  équations  par  rapport  à  cos<p  et  à 
sinîp,  et  si  Ton  résout  ce  système  d*équations  par  rap- 
port à  cosç  et  à  sinç,  on  trouve 

(ex  -\-  p)\(i  —  mm')x  -h  (m'^  fit)y\ 
cos©=  ^^ ^    "^ ^— ; -^^-^j 

(ex -^  p)\(m' -h  ni)a:  —  (i — nim')y] 

Elevons  au  carré  chacune  de  ces  équations  et  addi- 
tionnons^ l'élimination  i^st  faite  et,  en  chassant  immé- 
diatement le  dénominateur  commun,  on  obtient 

(i-l-/wm')-(j:*-+-j*)*  =  (ej7-T-/?)*{f(i  —  mm')x -h  (m' -h  m)y]^ 

-h  [(m'-\-  m)x  —  O  —  mm')/]'1 

ou  simplement 

=  (e  X  -{-  p  )^  {x^  -^  y^  )\{\  —  /w/n' )* -H  (  m'-h  m)*].. 

Supprimant  la  solution  évidemment  étrangère  x^-\-j  -= o 
qui  nous  donne  l'origine,  il  nous  vient 

(3)    (i  -4-  mm')î(a-«-h  j»)  =  {€x-^p)H\  -h  m«)(i  -V  m'») 
ou 

(3')  ^«-i-r* ^ ^ — — — '  (ex-Jf  p)^=o, 

^  (i  -H  mm  ;*  ' 

équation  d'une  conique  ho mo focale  à  la  conique  donnée, 
et  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x. 

On  peut,  comme  cas  particuliers,  étudier  celui  où 

m'=  —  m,  c'est-à-dire  celui  où  l'axe  focal  FX  est  bis- 
sectrice de  l'angle  des  droites  fixes  FA,  FB  données,  et 
celui  où  l'angle  de  ces  droites  FA,  FB  est  droit. 
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(  5.4  ) 
Dans  le  premier  cas,  —  m  =  m',  réquatian  (3')  devient 

^'■^y'-  (TZTT^î  (e^4-/>)«  =  o. 

Elle  ne  présente,  d'ailleurs,  rien  de  particulier. 

Dans  le  deuxième  cas,  on  a  i  -H  mm!  =  o,  et  Téqua- 
tiou  (3)  devient 

ou  simplement 

{ex-\-p)*=  o, 

équation  qui  représente  une  droite  double. 
Cette  droite  a  pour  équation 

ex-hp  =  o    ou    07= (elle  est  parallèle  à  FY). 

Dans  le  cas  particulier  du  cercle,  c'est-à-dire  quand 
e  =  o,  l'équation  (3')  devient 

,      0-+-/n«)(i-hm'«)    , 

équation  d'un  cercle   concentrique  au  premier,   et  si 
m  =  —  m',  celte  équation  devient  simplement 

(i-4-m«)«    , 

Le  rayon  du  cercle  est  égal  à 

I  -h  m' 
I  —  m^ 

Enfin,  si,  dans  ce  dernier  cas  de  e  =  o,  l'angle  des 
droites  FA,  FB  était  droit,  c'est-à-dire  si  Ton  avait 

i  -+-  mm'  =  o 
l'équation   (ex  -h p)^  =:  o   obtenue   précédemment  de- 
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viendrait 


r'  =  o 


et  représenterait  une  droite  rejetée  à  Tinfîni. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  AI.  d'Ocagne, 

La  question  proposée  dans  le  numéro  d'août  sous  le 
u"  1463  revient  à  démontrer  ceci  :  R  étant  le  rayon  de 
courbure  au  point  P,  h  la  distance  du  centre  O  àla  tan- 
gente en  ce  point,  d  le  demi-diamètre  conjugué  de  la 
direction  OP,  on  a 

Or,  cette  formule  n'est  autre  que  la  traduction  d'un 
théorème  de  M.  Chasles,  auquel  j'ai  été  conduit  inci- 
demment dans  le  paragraphe  II  de  ma  Note,  Applica- 
tions de  Géométrie  cinématique  plane  (  Nouvelles  An- 
naleSy  2®  série,  t.  XIX,  p.  264),  paragraphe  intitulé  : 
Sur  le  centre  de  courbure  de  l'ellipse.  Au  surplus,  je 
vais  rappeler  ce  théorème  : 

Considérons  y  sur  la  normale  à  V  ellipse  menée  par  le 
point  P,  le  centre  de  courbure  Q,  le  pied  H  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  O  et  les  points  A  ei  B 
tels  que  PA  =  PB  =  d\  les  points  Q  e^  H  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  aux  points  A  et  B,  ou, 
puisque  P  est  le  milieu  rfe  AB, 
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BiBLlOGRAPIIii!. 


Exercices  de  Géométrie,  comprenant  l'exposé  des  mé- 
thodes GÉOMÉTRIQUES  et  DEUX  MILLE  QUESTIONS  RÉSO- 
LUES; par  F,  I.  C.  (Tours,  A.  Maine  et  fils). 

Ces  Exercices  de  Géométrie  sont  le  complément  des  Élé- 
ments de  Géom,étrie  du  même  auteur;  ils  renferment  des 
théorèmes  à  démontrer,  des  lieifx  géométriques  à  trouver  el 
des  problèmes  à  résoudre. 

L'Ouvrage  comprend  deux  Parties  bien  distinctes.  La  pre- 
mière traite  des  Méthodes,  la  deuxième  est  proprement  le 
Recueil  d^exercices, 

n  Les  Méthodes  constituent  la  partie  la  plus  importante  de 
tout  rOuvrage,  comme  elles  en  sont  d'ailleurs  la  plus  origi- 
nale. Tout  professeur,  tout  élève  sérieux  devrait  posséder 
parfaitem,ent  ce  complément  de  Géométrie;  car  Texposition 
des  méthodes  fait  naître  et  développe  les  idées  générales;  elle 
permet  de  rattacher  des  milliers  d'exercices  variés  à  quelques 
types  principaux,  que  Ton  retient  sans  peine  et  que  l'on  ap- 
plique avec  facilité  (*).  » 

Afîn  d'obliger  le  lecteur  à  s'assimiler  cette  première  Partie, 
l'auteur  l'avertit  que  les  questions  données  en  exemples  dans 
les  Méthodes  sont  prises  parmi  celles  proposées  aux  Élé- 
ments; «  par  ce  moyen,  dit-il,  on  trouve  non  seulement  la 
démonstration  ou  la  solution  cherchée,  mais  on  voit  à  quel 
genre  il  est  possible  de  la  rattacher,  et  quels  sont  les  Exer- 
cices que  l'on  pourrait  traiter  d'une  manière  analogue.  » 

Nous  n'hésitons  pas  à  le  dire,  cette  première  Partie  de  l'Ou- 
vrage est  vraiment  neuve  et  intéressante,  elle  suppose  que 
l'auteur  se  tient  au  courant  de  tout  ce  qui  a  été  écrit  jusqu'à 
nos  jours  sur  la  Géométrie. 

Il  aurait  pu  écrire  de  lui  ce  que  dit  M.  H.  Sonnet  dans  la 
préface  de  la  deuxième  édition  de  ses  Premiers  élém^ents  de 


(')  Exercices  de  Géométrie,  p.  ii. 
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Calcul  infinitésimal.  «  Il  a  fallu  faire  abnégation  d'amour- 
propre  pour  nous  réduire  au  rôle  très  secondaire  que  nous 
avons  accepté.  »  On  en  est,  d'ailleurs,  assuré  quand  on  lit, 
p.  220  :  «  Les  méthodes  données  précédemment  pour  étudier 
les  questions  relatives  à  la  Géométrie  de  position  suffisent 
amplement  pour  traiter  les  nombreux  exercices  qui  sont 
énoncés  dans  les  Éléments;  et  néanmoins  c'est  avec  un  vif 
sentiment  de  peinç  que  nous  avons  dû  renoncer  à  exposer 
d'une  manière  élémentaire  les  principales  Méthodes  mo^ 
dernes.  » 

Nous  partageons  ce  sentiment  de  l'auteur,  et  nous  ne  voyons 
pas  pourquoi  il  ne  nous  donnerait  pas  un  Traité  élémentaire 
de  Géométrie  moderne;  ce  serait  un  Ouvrage  d'actualité,  car 
les  méthodes  nouvelles  tendent  à  entrer  dans  les  programmes 
officiels. 

Nous  nous  bornerons  à  donner  les  titres  des  sujets  traités 
dans  cette  première  Partie. 

Analyse  et  synthèse.  —  Lieux  géométriques  et  enveloppes. 
—  Emploi  des  figures  auxiliaires.  —  Transformation  des 
figures.  —  Discussion  et  extension.  —  Méthode  algébrique.  — 
Maxima  et  minima. 

Nous  appellerons  toutefois  l'attention  du  lecteur  sur  cette 
dernière  méthode;  l'emploi  de  la  tangente  pour  la  résolution 
de  cette  sorte  de  questions  n'avait  pas  encore,  croyons-nous, 
été  appliqué  d'une  façon  aussi  méthodique  et  aussi  heureuse. 

La  seconde  Partie  comprend  les  Exercices  proprement  dits. 
Le  classement  des  questions  a  été  l'objet  d'un  soin  tout  parti- 
culier. «  Plusieurs  questions  réputées  difficiles  ont  trouvé  place 
dans  ce  recueil,  parce  que  l'emploi  judicieux  des  Méthodes 
conduit  à  des  démonstrations  ou  à  des  solutions  remarquables 
par  leur  simplicité  (*).  » 

L'auteur  ne  s'est  pas  borné  aux  questions  que  l'on  rencontre 
partout,  quiconque  lira  cet  Ouvrage  s'en  rendra  aisément 
compte. 

Nous  ne  résistons  pas  au  plaisir  de  reproduire  ce  passage  de 
Tavant-propos  : 

«  Nous  avons  cité  les  grands  géomètres,  parce  que  leur 
illustre  nom  relève,  ennoblit  en  quelque  sorte  les  questions 


(')  Exercices  de  Géométrie ,  p.  v. 
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qu'ils  ont  traitées;  nous  regardons,  d'ailleurs,  comme  un 
devoir  de  reconnaissance  envers  ces  illustres  mathématiciens 
de  rappeler  leur  souvenir  à  tous  ceux  qui  bénéficient  de  leurs 
travaux. 

»  Beaucoup  de  savants  moins  célèbres,  sans  nul  doute,  qu'Ar- 
chimède,  Pascal,  Descartes,  Newton,  Desargues,  Poncelet, 
Ghasles,  etc.,  méritent  d'autant  plus  d'être  mentionnés  quMls 
trouvent  rarement  place  dans  les  dictionnaires  bibliogra- 
phiques; en  effet,  la  plupart  de  ces  Ouvrages,  dus  à  des 
hommes  de  lettres,  ne  veulent  point  oublier  le  moindre  ro- 
mancier, le  moindre  utopiste  de  quelque  renom,  mais  ils  ne  se 
préoccupent  pas  au  même  degré  de  ceux  qui  ont  voué  leur 
existence  aux  laborieuses  recherches  mathématiques. 

»  Enfin,  à  côté  des  plus  grands  noms,  se  trouvent  aussi  les 
noms,  parfois  très  modestes,  de  certains  auteurs  que  nous 
avons  néanmoins  consultés  avec  profit;  nous  n*avons  pas  hésité 
à  mettre  ces  hommes  estimables  dans  le  cortège  des  plus 
illustres  géomètres,  et  nous  pouvons  même  dire  que,  si  nous 
sommes  fiers  de  citer  les  plus  grands  mathématiciens,  nous 
sommes  encore  plus  heureux  de  rendre  justice  à  ceux  que  la 
gloire  ne  viendra  jamais  couronner.  » 

L'Ouvrage  se  termine  par  un  Index  biographique  et  un 
Index  bibliographique  destinés  à  faciliter  les  recherches  et 
à  rappeler  les  sources  où  Tauteur  a  puiçé. 

H.  Faure, 

Chef  d'escadron  d'Artillerie  en  retraite. 


PUBLICATIONS  RÉGENTES 


1.  Revue  meivsuelle  D'AsTaoNOMiE  populaiile,  de 
Météorologie  et  de  Physique  du  globe,  donnant  le 
tableau  permanent  des  découvertes  et  des  progrès  réa- 
lisés dans  la  connaissance  de  l'Univers,  publiée  par  Ca- 
mille Flammarion,  avec  le  concours  des  principaux  astro- 
nomes français  et  étrangers.  —  Abonnements  pour  un 
an  :  Paris  :  la*^*";  Départements  :  \V^'^  Etranger  :  i4  fr.; 
Prix  du  numéro  :  i*%20.  —  La  Revue  parait  le  i'*^  do 
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chaque  mois.  —  Paris,  Gauthier- VîUars,   imprimeur- 
libraire  de  l'Observatoire  de  Paris,  quaidesAugusiins,  55. 

SOMMAIBE  DU  «**  8  (aOIJT   i883). 

Photographie  directe  de  la  nébuleuse  d^Orion  (i  figure). 
—  Les  grandes  marées  au  mont  Saint-Michel  ;  par  M.  C. 
Flammarion  (2  figures).  —  Disparition  de  la  tache  rouge 
de  Jupiter;  par  M.  Riccd,  astronome  à  l'Observatoire  de 
Palerme  (i  figure).  —  Les  variations  périodiques  de  la  tem- 
pérature dans  le  cours  de  Tannée  ;  par  M.  Roche,  professeur 
au  lycée  de  Montpellier  (i  figure).  —  La  formation  du  système 
solaire,  d'après  Laplace;  par  M.  Philippe  Gérigny,  —  La 
réforme  du  calendrier  ;  par  M.  E.  Millosevich,  astronome  à 
l'Observatoire  de  Home.  —  Académie  des  Sciences  :  Sur  les 
mouvements  du  sol  de  l'Observatoire  de  Neuchâtel;  par 
M.  Faye*  —  Nouvelles  de  la  Science.  Variétés  :  L'éclipsé  totale 
du  Soleil  du  6  mai  (i  figure).  Taches  solaires  visibles  à  l'œil 
nu.  Bolides  remarquables  (2  figures).  La  grande  comète  de 
i88a.  Souvenir  du  passage  de  Vénus.  —  Observations  astro- 
nomiques (2  figures),  et  Études  sélénographiques  {9.  figures); 
par  M.  Gérigny. 

Sommaire  i>u  n°  9  (septembre   i883). 

Le  tremblement  de  terre  d'Ischia;  par  M.  C  Flammarion 
(3  figures).  —  V Observatoire  du  Pic  du  Midi;  par  M.  le 
Contre-Amiral  Mouchez,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Paris 
(i  figure).  —  Taches  solaires  et  protubérances  ;  ^d^r  M.  Tac- 
chini,  Directeur  de  l'Observatoire  de  Rome.  —  Nouvelles 
mesures  des  anneaux  de  Saturne;  par  M.  C.  Détaille 
(4  figures).  —  Le  Vésuve  et  Ischia;  par  M.  B.-A.  Proctor,  — 
Académie  des  Sciences:  Perturbations  solaires  nouvellement 
observées;  par  M.  L.  Thollon  (i  figure).  —  Nouvelles  de  la 
5cte/ice.  Variétés  :  La  Catastrophe  d'Ischia.  Éruptions  et  taches 
solaires.  Observatoire  de  Paris.  Explosions  solaires.  Exemple 
à  suivre.  —  Observations  astronomiques  {lîi^MVts)  tl  Études 
sélé  no  graphique  s  {\  figure);  par  M.  Gérigny. 

Sommaire  du  w^  10  (octobre    i883). 
Curieux  phénomènes  météorologiques;  par  M.  C.  Flam- 
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marion(3  figures).  —  Les  mouvements  sidéraux  observés  au 
spectroscope,  par  M.  L.  Thollon,  astronome  à  TObservatoire 
de  Nice  (3  figures).  —  Vatmosphère  de  Vénus  (3  figures).  — 
Choix  d'un  premier  méridien;  par  M.  Charles  Lemaire 
Teste,  Observatoire  de  Rio-Janeiro.  —  Les  taches  du  Soleil, 
par  M.  le  colonel  Gazan.  —  Académie  des  Sciences.  Sur  la 
possibilité  d'accroître  dans  une  grande  proportion  la  précision 
des  observations  des  éclipses  de  Jupiter;  par  M.  A.  Cornu 
(i  figure).  —  Nouvelles  de  la  Science,  Variété?  :  Le  cata- 
clysme de  Java  (i  figure).  Nouvelle  comète  :  retour  de  celle 
de  1882.  Phases  de  Vénus  observées  à  Tœil  nu.  Almanach  as- 
tronomique Flammarion.  Taches  solaires  visibles  à  Tœil  nu.>- 
Observations  astronomiques  (2  figures)  et  Études  séléno gra- 
phiques (i  figure),  par  M.  Gérigny, 

2.  La  Platinotypie.  Exposé  théorique  et  pratique 
d'un  procédé  photographique  aux  sels  de  platine,  permet- 
tant d'obtenir  rapidement  des  épreuves  inaltérables-, 
par  MM.  Pizzighelli  et  H iibl ;  oii\ rage  honoré  de  la 
médaille  d'or  Voigtlânder  et  édité  par  les  soins  de  la  So- 
ciété photographique  de  Vienne.  Traduit  de  l'allemand 
par  M.  Henry  Gauthier-Villars.  In-8°,  avec  figures  et 
une  belle  platinotypie  hors  texte.  3  fr.  5o. 

• 

Tirages  a  part. 

SulleFunzioniinterpolari,  di  G.Peano,  assistentedi 
Calcolo  infinitésimale  presso  la  R.  Université  di  Torino. 

Suirintegrabilità  délie  Funzîoni,  di  O.  Peano.  (Estr. 
dagli  Atii  délia  R,  ^ccademia  délie  Scienze  di  Torino,) 
Torino,  Ermanno  Loescher,  librario  délia  R.  Accademia 
délie  Scienze.  (i883.  ) 
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SOLUTIONS  DB  QUESTIONS 
PROPOSÉBS  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1462 

(  f otr  3*  térte,  t.  II,  p.  883}  ; 

Par  m.  N.  GOFFART. 

Dans  un  triangle  ABC  on  a  pris  le  point  C  sur  AB 

G 
et  W  sur  AC,  tels  que  l'angle  C'CB  soit  égal  à  ^  et  que 

l' angle  WBC  soit  égal  à  —;  démontrer  que,  si 

CG'  =  BB', 

le  triangle  ABC  est  isoscèle.  (Emile  Lbmoine.) 

Dans  les  triangles  BB'C  et  CC'B,  on  a 

BB'  BG  GG'  BG 

et 


sinC        sinBB'G     ^^     sinB  ~  sinGG'B' 

d'où,  à  cause  de  BB'  =  CC, 

sinG      _      sinB 
sinBB'G  ^  ^GCB' 
ou  bien  encore 

sin6  sinB 

(0 


,i„(c^i)        si„(B^^)' 


équation  à  laquelle  on  satisfait  en  posant  B==:C;  ce 
qui  démontre  la  proposition,  attendu  que  la  solution 
B  =  C  est  unique. 

En  effet,  on  peut  remplacer  Téquation  (i)  par  une 
nouvelle  équation  qu'on  obtient  en  ajoutant  et  re- 
tranchant terme  à  terme  les  rapports  et  transformant 
ensuite  les  sommes  et  les  diilérences  des  sinus  en  pro- 
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duils;  on  a  ainsi 

B-C  B-f-G 

lang— —  lang— — 

^^^                       m  —  i  B  — G  ^           m-hi  Bh-G' 
taner tang 

en  posaul  B  >  C  et  m  >  i . 

On  a  évidoinuient 

B  — G       71 

d'où 

B  — G  m  — I  B  —  C 

lang >  tane ; 

c'est-à-dire  que  le  premier  membre  de  l'équation  (a) 
est  ]> I . 

D'autre  pari,  quand      "^     = varie  entre  o  et 

m      ir             ^         B-hG^^         m-*-iB-l-Gi  , 

— >  on  a  tane <r  tans ,  et  le  second 


m 

re  reste  <r  i  •  oi  varie  de  -  a  - , 

2  ^/H-  I    2  2 

m  -4-1  B  -h  G 
^     m  2 

est  négatif,  tang positif,  et  le  second  membre  de 

Téquaiion  (  a)  est  négatif.  Donc  aucune  valeur  de  B  —  C 
autre  que  zéro  ne  satisfait  à  l'équation  (2);  par  con- 
séquent B=C.  c.   Q.   F.   D. 

Note.  —  M.  Moret-Blanc  a  donné  de  cette  proposition  une  démons- 
tration géométrique. 
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V  V(»lr  '.*  série,  I.  Il,  p.  .lui  ); 

Par  m.  MORET-BLANC 

J)e  deux  points  situés  sur  l'axe  des  x  et  cquidistants 
de  Vorifjine,  on  mène  des  tangentes  à  la  conique  re- 


(  ^-^^3  ) 
présentée  par  l'é(f nation 

a.r*  -h  by^  -H  2 hxy  —  2,x  =  o  ; 

prouuer  que  les  points  d^ intersection  de  ces  tangentes 
sont  sur  la  conique 

by^  -f-  hxy  —  x  =  o. 

(  WOLST  EK  HOLM  E .  ) 

L'équation  quadratique  des  tangentes  menées  à  la  co- 
nique, du  point  X  =  a,  j  =  o,  est 

(<2a* — ii){ax'^-\-by^->rihxy — aa-)— [(aa —  i)x-\-haiy  —  a]*=o 

ou,  endéveloppant,  réduisant  et  ordonnant  parrapport  à  a, 

[(A'—  ab)y^—  ihy  -h  i]a*-h  i{by^-ir-  hxy  —  x)aL  -+- a:"  =  o, 
et,  pour  le  point  x  =--  —  a,  ^'  =  o,  on  aura 

[(A* —  cLb)y^ —  ihy  -Hi]a* —  7.{by^-\-  hxy —  ar)a-ha7'  =  o. 

Retranchant  cette  équation  de  la   précédente  pour 
éliminer  a,  il  vient 

ffyi  -f-  Jixy  —  07  =  o, 

équation  du  lieu   des   points  d'intersection   des   deux 
systèmes  de  tangentes 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Arnold  Droz, 
professeur  au  gymnase  de  PorrénLruy. 


Question  1468 

(  Tolr  3*  série,  t.  II.  p.  38|  j; 

Par  m.  MORET-BLANG. 

Soient,  sur  le  cadran  d'une  montre  à  l'instant  0, 
Ok  la  direction  de  la  petite  aiguille^  OB  celle  de  la 
grande;  déterminer  6  de  façon  que,  lorsque,  après  un 
certain  temps,  la  petite  aiguille  sera  venue  sur  la  direc- 


'(  -V^/i  ) 
tion  OB,  la  grande  aiguille  soit  précisément  riirigée 
suivant  OA.  Quelles  sont  toutes  les  heures  comprises 
dans  un  cjcle  complet,  de  midi  à  minuit ,  qui  repondent 
à  la  question  ?  (D'Ocagke.) 

Soient  h  le  nombre  d'heures  et  m  le  nombre  de  minutes 
dont  se  compose  le  temps  0  ;  h  est  entier,  mais  m  peut 
être  fractionnaire. 

Je  compterai  les  distances  sur  la  circonférence  du 
cadran  à  partir  de  la  position  des  aiguilles  à  midi,  que  je 
désigne  par  C/,  en  prenant  pour  unité  l'une  des  soixante 
divisions  du  cadran. 

Cela  posé, 

d'où 

AB  =  {\m  —  5h. 

Pendant  que  la  petite  aiguille  va  de  A  en  B,  la  grande 
parcourt  un  nombre  de  divisions  égal  à 

1 1  m  —  60  A, 
et,  si  elle  est  venue  en  A,  ce  nombre  est  aussi  égal  à 

60  —  f^m  -h  5A; 


donc 


Il  m  —  60 A  =r  60  —  f^ m  -4-  5 A, 
II .  i3 
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m  =  60  -h  65A, 


m  = 


720  -f-  780  A 
03 


^■^i73-^(^-^^3)^- 


En  donnant  à  h  successivement  les  valeurs  o,  1,2,  3, 
4,  •  •  •,  10,  on  aura  les  valeurs  correspondantes  de  m, 
ce  qui  fera  connaître  les  valeurs  de  6,  qui  forment  une 
progression  arithmétique  dont  la  raison  est 

*    ^ï     1  V  5  • 


On  trouve  ainsi 


(    JV.J    ) 


h      m 

^1     —  *^'     ^'jf-Af 

6,    r^  l.IO.  4^3, 

Ov    -  3.21.^, 

Or,     =  4- ^6-    iTÎ» 

0;    =  6.37. Y4^, 

^8    =  7*43.  TT3» 

69    =  8.48. îXj, 

6,0=  9'H--\^y 

e,,=  10.59. -i^'3, 


après  quoi  on  retrouverait  la  première  position. 

Note.  —  La   môme  question  a  été  résolue  par  uq  Anonyme,  en 
Danemark. 


Question  ii72 

(foir  3*  série,  l.  II.  p.  432); 

Par  m.  Emile  LEMOINE. 

Soient  O  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle 
ABC  et  i  le  point  d'intersection  des  trois  hauteurs  du 
triangle  ;  prouver  : 

i^  Que  la  distance  de  O  à  l'un  quelconque  des  côtés 
est  la  moitié  de  la  distance  de  i  au  sommet  opposé  à  ce 
côté;  et  de  là 

a**  Que  Oi  est  la  résultante  des  trois  forces  égales 
OA,  OB,  OC  («).  (Sylvester,  F.  R.  S.) 

Première  partie.  —  Soient  A^,  B|,  Ci  les  milieux 
des  côtés  BC,  AC,  AB. 


(•)  La  première  partie  de  cette  proposition  est,  depuis  longtemps, 
connue  ;  la  seconde  partie,  qui  r(''sulte  simplement  de  la  première, 
n'avait  pas  été  remarquée.  (G.) 


(  j'aG  ) 

Les  iriangU's  OA,B|,  /AB  sonl  semblables  comme 
ayant  les  côtés  parallèles.  Mais 

AB  =  2AiBi, 
donc 

I A  —  2OA1. 

C.    Q.     F.    D. 

Deuxième  partie.  —  Soit  A'  le  symétrique  de  O,  par 

rapport  à  BC^  OA'  est  la  résultante  de  OB,  OC,  puisque 

le  quadrilatère  OBCA'  est  un  losange. 

Cela  posé 

0V  =  20Ai=*A; 

donc  le  quadrilatère  A'OAi  est  un  parallélogramme,  et, 
par  conséquent,  Oi  est  la  résultante  de  OA'  et  de  OA, 
c'est-à-dire  de  OB,  OC,  OA.  c.  q.  f.  d. 

On  peut  remarquer  qu'on  a  le  théorème  suivant, 
beaucoup  plus  général  : 

Soient  O  un  point  quelconque  du  plan  d'un  triangle 
ABC  et  A<,  B|,  C^  les  milieux  des  côtés  BC,  AC,  AB 
du  triangle.  Si  par  les  sommets  A,  B,  C  on  mène^  res- 
pectix^ement,  des  parallèles  à  OA^,  OB^,  0C|,  ces  trois 
droites  se  rencontrent  en  un  point  1,  et  Oi  est  la  résul- 
tante des  droites  OA,  OB,  OC  (  *  ). 

Note.  —  La  queslioD  U72  a  été  résolue  par  MM.  J.  Rénoy  ;  GoiTart; 
Morct-BJanc;  d'Oragnc,  élève  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées;  Ro- 
mero,  à  Madrid;  A.  Droz,  à  Chaux-de-Fonds;  Victor  de  Strékalof,  à 
Saint-Pétersbourg;  L.  B.,  à  Angers. 

(')  Ce  serait  encore  vrai  si  le  point  O  n'appartenait  pas  au  plan 
du  triangle  ABC,  car,  quelle  que  soit  la  position  de  ce  point  dans  l'es- 
pace, les  droites  menées  de  A,  B,  C  parallèlement  à  OA,,  OB,,  OC, 
se  rencontrent  en  un  point  i;  la  droite  Oi  passe  par  le  centre  M  des 
moyennes  distances  des  trois  points  A,  B,  C  ;  et,  de  plus,  Oi  =  OM  x  3. 

11  s'ensuit  que  Oi  est  résultante  de  OA,  OB,  OC  d'après  cette  pro- 
position générale,  que  la  résultante  d'un  nombre  quelconque,  n,  de 
forces  OA.  OB,  OC,  OD,  ...  passe  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances, M.  des  points  A,  B,  C,  D.  ...  et  est  égale  à  OM  x  n.        ((i.) 


{  ^'^1  ) 

Question    1474 

(Tolr  3*  série,  t.  II,  p.  43a); 

Par   un   ANONYME. 

ABC  est  un  triangle  rectangle  en  A.  D^un  point 
quelconque  M  pris  sur  le  côté  AB  on  abaisse  sur  la 
hauteur  AH  la  perpendiculaire  MP;  par  le  point  P 
on  élève  à  la  droite  CP  la  perpendiculaire  PQ  qui 
coupe  AB  prolongé  au  point  Q. 

Démontrer  que  AQ  =  BIM. 

(d'Ocagne.) 

Les  angles  CPQ,  CAQ  étant  droits,  le  quadrilatère 
CPAQ  est  înscriptible  (*)  :  donc  Tangle 

Maïs  Tangle  APQ,  étant  évidemment  le  complément 

de  CPH,  est  égal  a  PCH.  Donc  ACg^  =  1^.  Par  consé- 
quent, les  triangles  rectangles  ACQ,  PCH  sont  sem- 
blables^ et  Ton  a 

AQ  _  AG  _  AB 

Pli  ~  GH  ~  AH' 
d'où 

AQ  =  AB  X  ^  =  AB  X  ?^  =  BM. 
AH  Ao 

C.  Q.  F.  D. 
Note,  —  Même  solulioa  de  M.  Goffart. 

(  '  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fiçure. 


(  5.8  ) 


QUESTIONS. 


1481 .  Résoudre  les  équations 

(i)  x^  —  x^^lS-i-  \x^ — 1  =  0, 

(1)  ar*— j:'/3    — 2x2-h?.a?/3  —  1  =  0. 

Interpréter  leurs  racines.  (Goffakt.) 

1482.  OA  et  OB  étant  deux  droites  fixes  quelconques, 
on  considère  une  ellipse  variable,  tangente  à  OA  au 
point  O,  ayant  une  courbure  constante  en  ce  point  et 
dont  un  fover  reste  constamment  sur  OB.  Démontrer 
que  le  grand  axe  de  cette  ellipse  passe  par  un  point 
fixe.  (D*OcAGWE.) 

1483.  Soient  \  le  volume  d*un  tétraèdre  et  V^i  le  vo- 
lume du  tétraèdre  qu'on  obtient  en  menant  par  un  point 
quelconque  des  droites  égales  et  parallèles  aux  plus 
courtes  distances  a,  6,  y  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre 
donné  ^  on  a 

isiVV,  =  aîê^Y'- 
lGEifTY.) 

Note.  —  La  question  1401  a  été  résolue  par  M.  Morcl-Blanc;  et  la 
question  1466,  par  MM.  Droz  et  de  Strékalof. 


RECTIFICATION. 

Même  tome,  page  4/9»  ligne  8  en  remontant  :  «  il  y  a  exception 
pour  X  —  li  et  pour  x  =  a(''|/n-i)  »,  lisez  :  il  y  a  exception  pour 
j  =  I .  et  pour  X  =  \n  -^i. 
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SUR  QUELQUES  DÉVELOPPEMENTS  DE  Mnx  ET  DE  COSnx; 

Par  m.  E.  CATALAN  ('). 


Les  valeurs  de  sinnx  et  de  cosnx^  ordonnées  suivant 
les  puissances  de  sino*  ou  de  cosx,  sont  connues  depuis 
longtemps.  Elles  ont  été  démontrées  par  Lagrange  et 
Cauchy, puis  par  MlVI.  Baclir,  Villarceau  et  Ronkar  {-). 
Mais  personne,  je  le  crois,  n'a  remarqué  la  notable  sim- 
plification que  subissent  les  formules,  quand  on  y  intro- 
duit 2  sin x,  2  cosx  au  lieu  de  sinx,  cos j:.  Afin  d'épar- 
gner aux  lecteurs  des  Nouvelles  Annales  l'ennui  de 
consulter  divers  Ouvrages  peu  répandus,  je  reproduis, 
en  la  modifiant  un  peu,  la  remarquable  méthode  em- 
ployée par  M.  Yvon  Villarceau  (^). 

I.  —  Développements  de  ûnnx. 

1.  Le  calcul  direct  de  sinsx,  sin4^9  sînôx,  ..., 
conduit  à  supposer 


?-i 


(i)  ( — i)*       sin/ia;  —  cosarN  A/(2sina?)'«-' 

[n  pair,  i  impair). 

Prenant  les  dérivées  des  deux  membres,  on  trouve 

( — 0*       /l'cosAia?  =  \^2(/i— t)Ai(asinar)«-'  * 

—  ^-('^i —  *H-  i)  A/(2sina7)'* 


-/-»-i 


(*  )  Cette  Note  ne  fait  pas  double  emploi  avec  celle  qui  a  paru  dans 
la  Nouvelle  Correspondance  mathématique^  t.  VI,  p.  loo. 
(*)  Loc.cit.j  p.  ICI  et  124. 
O  Comptes  rendus f  t.  LXXXII. 

yénn.  de   Muchémac,  3«  série,  1. 11.  (Décembre  i883.)         34 


(  530  ) 
puis,  en  prenant  de  nouveau  les  dérivées, 

— (— 0*       ri*  sin nx  =  cos x^^  i(n  —  i){n  —  *  —  i)A/(a  sinar)*»-'    * 
(3)i  ^ 

—  cosa:\  («  — t-i-  i)-Ai{is\nar)'^~*. 

La  combinaison  des  égalités  (i),    (3)  donne,    après 
suppression  du  facteur  cosx, 

1  o  =N  (a/i  —  t-4-i)(i  —  i)A|(asiiia;)»-' 

(4)       <. 

/      -h^^i(n  —  i){n  —  i~i)A|(2sinj:)'»-^-*. 

Dans  le  second  membre,  le  coefficient  de  (a  sinx)""' 

est 

(in  —  i-hi)(i  —  i)A/-H  i{n  —  t-+-  i){n  —  i-h  i)  A/_i. 

Dans  le  premier  membre,  ce  coefficient  est  nul  ;  donc 

On  reconnaît  aisément  que  A|=  i  (*).  Par  suite,         • 

As  = > 


A5  = 

A7  = 


I 

, 

1 .2 

(n  —  \)(n—''i)(n  --6> 


(  '  )  En  effet,  de  la  formule  de  Moivrc,  on  tire 


» 


sianx       n       .,  /i(«— i)(«  — a)        „i.. 

=  —  cos"~'a7Sinir —  — ^ ~ cos""*  sin* x -+- , . 

coso;         I  1.2.3 

ou 

s'innx      n,  .  ,    .j~i   . 

=  -(i  — sin'ar)        sinar 

cosar        I 

n{n—\){n—^)(         •  »    ?^    •   , 

1 ' \x  — sin'a:'/  sin*a?-+- 

I .  a .  i 

Or,  dans  le  second  membre,  le  coefficient  de  sin"~*  x  est,  en  valeur 
absolue, 


(  ^•^'  ) 

tîï,  en  général, 

(6)  A/=(-i)  »    G      ,-H!  ,--i. 


II  — 

2  î 


La  première  des  formules  cherchées  est  donc 

(A)  (-')^''^5^=y(-i)''^C     ,•+,  ,..,(2  8inar)»-< 

[n  pair,  i  impair). 

2.   Pour  former  la   seconde,  il  sufBt  de  remplacer  x 
par  -  —  X.  On  obtient  ainsi 


T, 

i-1 


(B)  -: =  >(— 1)«    G      /4-1   i-t(2Cosa:)«-' 

(/I  pair,  i  impair)  (  *  ). 

II.   —  Dévbloppembmts  de  COS/IJC. 
3.  Si  Ton  pose 

n  —  \ 

(7)  ( — f)   *    cos/iar  =  cosa?N  B/(2sinar)'»-' 

(/z  pair,  l'impair), 'il  est  clair,  sans  nouveaux  calculs, 
que  la  relation  entre  B/  et  B/_a  sera,  sauf  le  change- 
ment de  lettre,  la  formule  (5),  savoir 

(«)        B,=-'-"-''r"'"-'^"B,-.. 


('-^)(^) 


(')  !•  Si  n  :=  4î^>  ïc  changement  indiqué  donne 

(—  1)'      sin^AT  =  —  sin4îJL(  -  —  x\  — — sin(— /u?)  =  sÏTinx. 
2»  Si  /i  =  /j  ji  -h  a  : 

(—  I)'      sin/iJ7  =r  sin  (4îi-f-3)(  7  —  xj  —  sin(z  — /ix)  =  s\nnx. 
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Et  comme  B|  =  i  =  A, , 

1-1 
(9)  B/=\,=  (-i)  *    C      i^t  ,_,. 

n—         '  ,         ' 
S  S 

Le  développement  demandé  est  doue 


(C)    (-,)    «    ££i:^=y(-,)*    c      ,-.,   .•_,(2sin^)-' 

(ti  impair,  i  impair). 

4.  Le  changement  de  x  en  -  —  x  donne  ensuite 

i-i 

(fz  impair,  i  impair). 

5.  Lorsque  n  est  pair,  cosnx  est  une  fonction  paire 
de  cos x.  On  trouve,  par  un  calcul  semblable  aux  précé- 
dents, 

k 

(E)       cos/ia:=  >  (—O*  rC      *   A(^cosa7)«-^ 


2'  S 


(«  pair,  A^  pair). 

IIL   —  Applicatiows. 

6.  Si  Ton  suppose,  successivement,  n  =  4?  5,  6,  7,  on 
obtient  les  valeurs  connues  (  *  ) 

=  (2  sinrc)'  —  2(2  sma:), 

cosa? 

=  (2  cosa:)* —  2(2  cosar), 


cosx 


=  (2  sino?)*  —  3(2  sinar)'  4-  i, 


(')   Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.  VI,  p.  io3  et  lo^. 
On  a  imprimé,  fautivement,  17  cos'ar,  au  lieu  de  i2cos^x. 
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sin5,r 


sinor 

cosj: 

sinGor 
sino; 


==  (a  cosa^)^ —  3(2  cos 3^)*-+-  i, 

=  (2  sina?)*  —  4(î*  sina:)'  -h  3(2  sinar), 

=  (2  cosa?)* —  4(^  cosar)'-f-  3(2  cosa:), 


—  =  (2  sina?)*  —  5(2  sina?)*  -f-  6(2  sina:)*  —  i, 

r-^  =  (a  cosa;)*  —  5(2Cosx)^-h  6(2Cosar)*  —  i, 

sina?        ^  ^ 

cos4^=    8  cos*a7  —    8cos*a:-t-i, 

cosôa:  =  32  cos^a?  —  48  cos*a^  H-  18  cos'a?  —  i . 

IV.    —  Remarques. 
7.  La  formule  (D),  développée,  devient 

sinna;       ,  ^     .       /-,  ,  v     . 

— ; =  (2C0sa')«-»—  Grt-î.i(2C0sa?y»"» 

-^  G„_3,î(2cosa7)«-5—  G„_4,3(2  cosa?)»-'-»- 

Quand  on  opère  d'une  manière  un  peu  différente  de 
celle  qui  vient  d'être  indiquée,  on  trouve  (  *  ) 

v^— ■  sin/ia:       ,      .       .      ,       Tt  .      .       .     _        nin  —  3),      .       ^     , 

(— i)   »    —. =(2Sina?)'»-* (2sina?)'»-»  H ^^ ^  (2  sina;)'*-* 

^       '  sma?  I  ^  1.2    •    ^  ' 

n{n  —  !\){n  —  5) 


1.2.3 


(2  sina:)'»-' -h.... 


Par  conséquent,  on  a  cette  identité,  dans  laquelle  // 
est  impair  : 

V     .      ^  —  2.  .     ,      (n  —  3)(/i  —  4),  X     . 

(2C0sar)'»-* (2  cosa:)«-3-h  ^^ ^(2  cosa?)»-»— ... 

^  I  1.2  ^  ' 

(F)    <        =(— i)*"^    (2sina:)«->-- -(2Sina7)''~»-f-^^^~      (2 sina:)'»-» 

/i(/i  — 4)(/i--5)  ,      .       ,     ,  1 
^ ^-~ ^(2Sina:)'»-7-...    . 

(')  Loc.  cit. 
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8.  Dans  la  même  relation  (D),  faisons  tendre  x  vers 
zéro  :  la  limite  du  premier  membre  est  n.  De  là  cette 
sommation,  assez  remarquable  (  ^)  : 

(  G)      2»-»  -  2«-'  G„_,,i  -+-  2«-5  G«-3,«  -  a"-'  C«_t  ,  -h  .  .  .  =  71. 

9.  Si  tous  les  termes  sont  pris  positivement,  le  résul- 
tat est  beaucoup  plus  compliqué  :  je  trouve 

|a«-i  ^  a«-'  C„-,,,  -f-  2«-»  G„-.3,j  -+-. . . 
2  v/a 


10.  Dans   l'égalité  (F),  le  dernier  terme  du  premier 

membre  est  ( —  i)  *    (acosjr)". 

Par  conséquent,  si  Ton  fait  x  =  ;^>  on  a 

...     a"-»  —  !  ,      /i~3       .      (/i  — 4)(/i  — 5) 

n  2  2.3 

H.  Supposons  que  n  soit  un  nombre  premier.  Alors, 
en  vertu  du  théorème  de  Fermât,  le  premier  membre  est 
un  nombre  entier.  De  pius^  comme  on  le  reconnaît  sans 
peine  (2),  tous  les  coefficients,  dans  le  second  membre, 
sont  des  nombres  entiers,  La  relation  (I)  donne  donc, 
pour  ainsi  dire,  une  décomposition  y  en  parties  entières, 

du  nombre  entier 

n 

12.  Pour  trouver  une  propriété  plus  générale,  il  suf- 
fit de  recourir  à  la  relation  (E),  en  y  faisant  x=  ^' 


(  '  )  Elle  n'exige  pas  que  n  soit  impair. 

(^)  Je  crois  me  rappeler  que  M.  Stern  a  donné  des  formules  ana- 
logues à  celle-ci. 
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Elle  se  réduit  à 

k 

3        i^  'xn  —  k     «-J.J 

ou  encore,  à  (  M 

71—3       («  — 4)(/i— j)      (/i  — 5)(w— 6)(«  — 7) 


'2  2.3  '1.3.4 

(K)        <  nii 

I  —  2  COS  — 
=  I • 

n 


Si,  par  exemple,  «  =  8,  on  a 


5      4-3       3.2.1  2 


2  2.3  2.3.4  ^ 


RESOLUTION  D  UNE  ÉQUATION  INDÉTERMINÉE  PAR  FORMULES 

DIRECTES-, 

Par  m.  s.  RÉALIS, 
Ingénieur  à  Turin. 


1.  Proposons-nous  de  résoudre,  en  nombres  entiers, 
l'équation  indéterminée 

dans  laquelle  n  est  un  entier  ^  o,  ou  <^ —  4- 

Cette  équation  est  de  celles  où  il  suffit  de  connaître 
une  seule  solution,  pour  en  déduire  aussitôt  une  autre, 

(')  Par  exemple,  en  appliquant  ce  théorème  : 

Si  a,  b  sont  premiers  entre  eux,  la  fraction 

1.2.3.  ..(a-h^  — i) 
1.2.3. . .a  X  I .2.3. . .b 

se  réduit  à  un  nombre  entier  {Mélanges  mat/ie'matiques,  p.  129). 
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et  par  suite,  de  proche  en  proche,  une  induite  d'autres. 
Les  formules  à  employer  à  cet  effet  sont  même,  dans 
notre  cas,  beaucoup  plus  simples  que  celles  qui  se  rap- 
portent à  l'équation  de  Pell ,  et  aux  équations  quadra- 
tiques analogues,  traitées  dans  les  Ouvrages  classiques. 

Soit,  en  effet, 

(n-f-4)a«— np2=4 

la  solution  connue.  On  reconnaîtra  immédiatement,  par 
la  substitution  directe,  que  Ton  arrive  à  une  seconde 
solution  par  Temploi  des  formules 

où  Ton  prendra  a  et  (3  positifs,  pour  être  assuré  d'avoir 

D'après  cela,  la  solution  initiale 

(/i-h4).i«--  /i.i»=  4, 

insigniGantc  en  apparence,  suffit  pour  amener  le  résul- 
tat 

(/i  +  4)(/i-hi)«— n(n-4-3)2=4, 

suivi  d'une  inûnité  d'autres  identités  résolvant  l'équa- 
tion. 

Ayant  ainsi  calculé  les  premières  solutions,  écrivons, 
par  ordre,  les  valeurs  successives  des  indéterminées, 
comme  il  suit  : 

^1=1, 
Xi—  i  -hn, 

X3  =  I  H-  3  /i  -i-  /i*, 

^4=  1  -h  6  714-  5 /i*  "I-  n^, 

arg  =  I  H-  I o /i  -+-  1 5  71*  -H  7  w'  H-  /i^, 
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^1  =  3  -t-  /i, 

j-4  =  7-t-  i4n  — 7/iS~-  /i', 

^s  =  9  —  3o/i-T-  Î17/1' —  9/1' —  n^, 

^«  =  11  —  ->5/i  -r-  77/i*-i-  44/*'—  ii/i*-i-  n», 

La  loi  que  suivent  les  valeurs  de  x  est  facile  à  aper- 
cevoir. On  voit  eflecti veinent  que,  le  terme  indépendant 
de  X  étant  partout  égal  à  Tunité,  les  coefOcients  de  /i,  h 
partir  de  Xo,  représentent  la  suite  des  nombres  triangu- 
laires; les  coedicients  de  71^,  à  partir  de  x^y  sont  donnés 
par  la  suite  des  nombres  figurés  du  quatrième  ordre, 
les  coefficients  de  /i',  à  partir  de  X4,  sont  donnés  par  la 

suite  des  nombres  figurés  du  sixième  ordre, D'après 

cela,  la  valeur  générale  de  x  se  trouvera  exprimée  par 


(a  —  i)a 
Xa=i-\ : 


(a  — 2)(a  — i)a(a-+- 1)    , 
n  -î --^ n* 

2.3.  \ 


[a  —  3) (a  —  '?^{a  —  \)a  ia  -h- \^{a  -^  o^     , 

le  coefficient  de  /i**"*  étant 

k{k  -¥  i)CX-^  2). .  .(an  —  X  —  i) 
'2.3.4...(2n  —  o^k)  * 

c'est  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  après  avoir  assigné 
l'expression  de  j^ . 

Pour  obtenir j"û>  nous  ferons  72  = —  (/i'-f-  î),  par  où 
la  proposée  se  change  en 

équation  de  même  forme,  à  rechange  près  des  lettres 
x^  j  entre  elles.  Les  valeurs  dej^  seront  donc,  étant  ad- 
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mis  le  développement  ci-dessus  de  Xa^ 


y't  = 

J'5  = 


n  , 

9. 


■A .  3     ,       1.2.3.1    ,. 
/i'-H -— p  /i>, 

'2.3.  î 


'2 

■2                       !A  .  3  .  4 
-4-    J ,i'_| L___    fii 


n 


'2 


2 . 3 . .{ 


3'   "'<**■ 

. L  w.  » 

2.3.4.5.6 


n 


n'% 


(a  —  t)a     ,       (a  —  2)(flr.  —  i)a(a -4- 1)    „ 

7a  =  IH /l  -^  ^^ ^ T-7 ^  ' 

^  2  2.3.4 


(a  —  3)(a  —  2). ..(«-1-2)^,3 


2 . 3 . 4  •  5 .  G 


n 


n'«->. 


où  Ton  fera  partout /i'  =  —  (4  +  /î).  On  retrouve  par  là 
les  valeurs  de  j  écrites  plus  haut,  à  cela  près  que  les 
expressions  j^a  d'indice  pair  se  présentent  ici  sous  forme 
négative,  ce  qui  n'altère  pas  le  résultat  de  la  substitu- 
tion dans  la  proposée. 

Les  expressions  générales  de  Xa  et  j^«,  qui  viennent 
d'être  écrites,  satisfont  aux  relations  fondamentales 

^a^llin-h-^)  Xa-\  '\-  1iya-\\^ 
ya^k  [(/l  -i-  4)^a-l  -+-('*  -^  a)7a-l]» 

d'où  résulte  que,  si  les  valeurs  positives  Xa^\^ya-\  véri- 
fientla  proposée, les  valeurs a:rt>Xa_oj'fl>j^a-4  la  vé- 
rifient aussi.  La  loi  que  suivent  les  valeurs  successives 
de  X  et  y^  énoncée  ci-dessus  par  induction,  se  trouve 
donc  démontrée. 

On  peut  aussi  observer  que  l'on  a 


d'où  l'on  déduit 


7a— 7a-l  =  ^a-1  +  ^a^ 


ya^  2(.ri-h  0-2-1- jf'a-h.  ..-T- J7rt_,)-t-irrt; 
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celle  formule,  d'après  la  sommalioii  connue  des  séries 
relalives  aux  nombres  figures,  s'accorde  avec  l'expres- 
sion générale  àej  a  ci -dessus. 

2.  Nous  signalerons  encore,  comme  conséquence  irùs 
remarquable  des  relations  fondamenlales  inscrites,  la 
loi  de  récurrence 

y^  =  (/l  -h  l)ya-\  —ya-ij 

qui  subsisle  enlre  trois  valeurs  consécutives  de  chacune 
des  indélerminées  x,  j^,  à  partir  de  «  =  i5.  Il  s'en  déduit 
une  nouvelle  preuve  de  rexactilude  des  développements 
ci-dessus  de  Xa  et  j^^. 

Il  s*en  déduit,  en  outre,  ce  qui  n'est  pas  moins  im- 
portant, une  nouvelle  forme  de  développement  pour  ces 
mêmes  quantités. 

Faisons,  à  cet  effet,  n  =  tn — a,  par  où  Téquation 
proposée  prend  la  forme 

( //H-  a ) rr«  —  {m  —  2  )y*  =  4» 

m  étanl  un  entier  ]>►  2  ou  <[  —  2.  Les  indéterminées 
étant  soumises  à  la  loi  indiquée,  il  y  a  lieu  de  leur  ap- 
pliquer la  théorie  bien  connue  des  séries  récurrentes; 
de  la  sorte,  les  valeurs  successives  de  x  et  j^  seront 
représentées,  respectivement,  par  les  coefficients  des 
puissances  croissantes  de  la  variable  z,  dans  les  déve- 
loppements des  deux  fractions  rationnelles   comprises 

dans  l'expression — r  • 

^  1  —  mz  -f-  z^ 

On  aura  donc 


I  —  mz  -h 


f 


— -  =  Xi-\-XiZ  -H  X3  5*  H- . . .  H-  a-a5«-'-f-. . . , 
z^ 


I  —  ifl  -»•  — r~  ^ 
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les  termes  Xt  et  j  j  étant  égaux  h  T unité.  II  suffira  évi- 
dcniment  de  considérer  Tun  de  ces  développements,  vu 
que  Tautre  s'y  ramène  par  le  changement  simultané  des 
signes  de  m  et  de  ;;,  et  que  par  suite  les  valeurs  abso- 
lues des  coefficients  Xa  etj'^  se  déduisent  Tune  de  l'autre, 
en  changeant  m  en  —  m  (ce  qui  se  voit  d'ailleurs  sur 
Téquation  même). 

On  trouve  ainsi,  en  se  bornant  aux  valeurs  de  .r, 

arj  =  —  iH-  m , 

X3  =  —  I  — m  -f-  m* , 

X!^=  i  —  'im  —  m^  -4-  m' , 

0:^=1 -h  '2 m  —  3 m*  —  m^ -4-  /n*, 

Xe  =  —  I  4-  3  m  -h  3  m*  —  4^^  —  m*  -H  m* , 


valeurs  qui  s'accordent  avec  les  expressions  obtenues 
précédemment. 

D'après  la  théorie  rappelée,  pour  exprimer  le  coeffi- 
cient général  j:^,  on  décomposera  d'abord  la  fraction 
génératrice  en  deux  fractions  simples,  après  quoi  le 
terme  général  du  développement  de  la  même  fraction 
s'obtiendra  en  ajoutant  ensemble  les  termes  généraux 
des  fractions  partielles  développées.  Nous  parviendrons, 
en  procédant  ainsi,  d'abord  à  la  formule  de  décompo- 
sition 

i  —  z        _       I       /  \  -hi        B-+-i\ 

I  —  m  z  -h  z*  ^  m  -{-  %  \A  —  z        B  " —  ^  / 

puis  à   l'expression  cherchée   du  coefficient  de    «**"*, 

savoir 

(A  -f-i)A«-i-4-(B-4-i)B«-» 

Xa  = » 

771  4-  2 

A  et  B  étant  les  deux  racines  de  l'équation 

z^  —  W  -5  H-  î  =  o. 
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11  est  bon  d'ajouter  que  l'on  a,  dans  ce  qui  précède, 
la  résolution  complète  de  Téquation  considérée  ^  en 
sorte  que,  entre  deux  solutions  consécutives,  données 
par  nos  formules,  il  ne  saurait  y  avoir  aucun  système 
de  valeurs  intermédiaires  de  a:  et  j'  satisfaisantes.  Bor- 
nons-nous à  dire,  ici,  que  ce  fait  important  peut  s'é- 
tablir par  des  considérations  analogues  à  celles  dont 
s'est  servi  Lagrange  à  l'égard  de  l'équation  de  Pell,  dans 
le  paragraphe  VII,  n**  7o,  des  j4dditions  à  V analyse 
indéterminée  d'Eider. 

3.  Remarque.  —  Faisant,  dans  l'équation  proposée, 
j:  =:  2  a  -f-  I ,  ^'  =  2 1^  -H  I ,  on  a  la  transformée 

( /i-h  4  )(  M« -H  w)  =  n  (tJ* -H  v), 

dont  la  résolution,  implicite  dans  ce  qui  précède,  sert  à 
déterminer  une  infinité  de  couples  de  nombres  triangu- 
laires ayant  entre  eux  le  rapport  de  «  à  /i-h4.  Ce 
rapport,  comme  on  voit,  se  réduit  à  celui  de  /?  à  ^  -f-  i , 
si  n  =  ip')  et  à  celui  de  p  à  /;-f-  2,  si  w  =  a  p. 

Qu'il  s'agisse,  par  exemple,  de  trouver  tous  les 
nombres  triangulaires  qui  sont  triples  d'autres  nombres 
de  même  espèce.  Nous  ferons  /i  =  2,  et  la  question  sera 
résolue  par  l'équation 

dont  les  solutions  correspondent  à  celles  de  l'équation 

3x* — y^=  2, 

./•  —  I               y  —  I     ,  ,  , 

pour  u  =  — ; — y  if  =  • — ; Les  valeurs  de  x  et  j^  étant, 

à  partir  de  x,  et  y^s, 

X  =  3,     II,     4i,     i53,     571,     . .  .f 
y  =  '5i     ^9'     7»'     265,     989,     ..., 
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cjîlles  de  ii  et  v  seront 


/*=  I,     5,    jto,      -(),     285,     ..., 
(^  =2,     9,     35,     i32,     4g  i,     

Les  valeurs  de  et  — —  engendreront  ensuite 

les  deux  séries 

I,     \5j    2IO,    2926,      40755,     ..., 
3,    45,    63o,     8778,     122  265,     ..., 

dont  tous  les  termes  sont  des  nombres  triangulaires, 
chaque  terme  de  la  seconde  étant  triple  de  celui  qui  lui 
correspond  dans  la  première. 


ÉTUDE  SUR  LE  MOUVEMENT  Vm  POI\T  PESANT; 

Par  m.  a.  DE  SAINT-GERMAIN. 


L'étude  du  mouvement  apparent  d'un  point  matériel 
libre^  soumis  à  la  seule  influence  de  la  pesanteur^  est 
une  des  plus  simples  qu'on  puisse  se  proposer  comme 
application  des  théories  du  mouvement  relatif;  c'est 
peut-être  une  raison  pour  discuter  avec  attention  cer- 
taines parties  du  problème.  J'examinerai  d'abord  un 
simple  point  de  détail  :  dans  un  Mémoire  inséré  au 
Journal  de  IJoui^ille  pour  1862,  Bour  disait  que,  si  Ton 
regarde  l'attraction  terrestre  comme  constante  en  gran- 
deur et  en  direction,  un  point  pesant  nous  semble  se 
mouvoir  sur  une  parabole  qui  tourne  uniformément  au- 
tour d'un  certain  axe;  dans  les  JVouuelles  annales  pour 
1872,  M.  Resal  conteste  ce  résultat;  or  on  pourra  voir 
que  les  formules  mêmes  du  savant  auteur  de  la  Méca- 
nique générale  conduisent  précisément  à  la  proposition 
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énoncée  par  Bour.  D'ailleurs,  c'est  ordinairement  la 
résultante  de  Tattraction  terrestre  et  de  la  force  centri- 
fuge, c'est-à-dire  la  pesanteur,  qu'on  traite  comme  une 
force  constante;  j'essaye  de  donner  une  interprétation 
géométrique  simple  aux  équations  du  mouvement  qui 
résultent  de  cette  hypothèse.  Le  développement  en  série 
des  coordonnées  d'un  point  qu'on  laisse  tomber  sans 
vitesse  initiale  ne  donne  pas  de  valeur  sensible  pour  la 
déviation  vers  le  sud  que  semblent  indiquer  les  expé- 
riences de  Reich,  expériences  classiques,  mais  dont 
M.  Gilbert  a  signalé  les  discordances  ;  cherchant  ce  que 
serait  la  déviation  si  l'attraction  du  globe  pouvait  être 
assimilée  à  celle  d'un  ellipsoïde  homogène,  je  trouve 
une  valeur  encore  peu  sensible,  quoique  supérieure  à 
celle  qui  répond  à  une  direction  constante  pour  la  pesan- 
teur. En  regardant  toujours  la  Terre  comme  un  ellip 
soïde  homogène,  ou  trouve  des  équations  compliquées 
pour  le  mouvement  d'un  point  lancé  à  l'extérieur*,  mais 
il  nous  sera  facile  d'en  obtenir  des  intégrales  suffisam- 
ment approchées  pour  toutes  les  vérifications  expéri- 
mentales qu'on  pourrait  essayer. 
Soient  : 

O  le  centre  de  la  Terre; 

A  un  point  de  l'hémisphèreboréal  dont  la  latitude  est 

o;  et  d'où  partira  le  mobile  que  nous  considérons; 
Ox  la  projection  de  OA  sur  Téquateur; 
Oz  la  partie  de  l'axe  du  monde  dirigée  vers  le  nord; 
Oy  la  perpendiculaire  à  zOx  dirigée  vers  l'ouest; 
AX,  AY,  AZ  trois  axes  menés  par  le  point  A  et  dirigés, 

le  premier  suivant  la  partie  sud  de  la  méridienne,  le 

second  suivant  la  ligne  est-ouest,  le  troisième  suivant 

la  verticale  ascendante; 
cjj  la  vitesse  de  rotation  de  la  Terre. 
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Nous  supposerons  la  masse  du  mobile  égale  à  l'unité. 
Quant  à  la  disposition  de  nos  axes  coordonnés,  moins 
rationnelle  que  celle  de  l'Astronomie,  c'est  celle  qu'on 
adopte  ordinairement  en  Mécanique. 

Plaçons-nous  d'abord  au  point  de  vue  de  Bour,  et 
regardons  l''attraction  terrestre  comme  toujours  paral- 
lèle à  la  verticale  du  point  A;  nous  regarderons  aussi 
l'intensité  de  cette  force  comme  constante,  et  nous  la 
représenterons  par  g,  en  sorte  que  ses  composantes  sui- 
vant OXf  Oj,  Oz  seront 

—  ^coscp,  o,  — ^sincp; 

au  contraire,  pour  la  force  d'inertie  d'entraînement,  ou 
force  centrifuge,  et  pour  la  force  centrifuge  composée, 
nous  prendrons  les  composantes  exactes  données  par  le 
théorème  de  Corîolis,  et  nous  aurons  pour  les  équa- 
tions du  mouvement  d'un  point  pesant  rapporté  aux 
axes  Oxjz 

d^x  .  dy 

d^Y  dx 

d>z 

M.  Resal  [Nouvelles  Annales,  1872,  p.  436)  met  les 
intégrales  de  ces  équations  sous  la  forme 

a?  =  ~  coscp  H-  A  cos(a)^  -f-  a)  -f-  B/  cos((i}f  -h  P), 

j^  =  A  sin(a)f  -h  a)-i-  B/sin(a)/  -f-  p), 
^  =  —  i  ^^î  sin  © -f- C  f -f- D. 

Maintenant  rapportons  les  positions  du  mobile  à  trois 
axes  entraînés  dans  le  mouvement  de  la  Terre  et  en 
même  temps  mobiles  par  rapport  à  l'observateur  :  par 
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un  point  0|,  pris  sur  Ox  à  une  distance  - — ^  du 

poiut  O,  passeront  deux  des  axes  0|Xi,  0|^i,  situés 
dans  l'équateur  et  faisant  respectivement  avec  0\X  les 

angles  cuf  -h  ^,  (ot  +  ,3  +  f  ;  le  troisième  axe,  0|  Z|,  sera 

parallèle  à  O^.  Les  coordonnées  du  mobile  par  rapport 
à  0|  X|  7  I  Zy  seront 

Xx  —  \T  —  - — j-^  )  cos((o/  -h  ^)  H-  V  sin(a)/  —  3) 
--   V  ros(  3  —  a)  -^-  B/, 

,r  —  —   ;— ^  j  sin(w/  -i-  [i)  -h  V  ros(w/  -h  3) 

Zx  =  z  ~  —  !  ^/'  sin  o  H-  C  /  -•-  D  ; 

c'est-à-dire  que  le  mobile  se  déplace,  par  rapport  aux 
nouveaux  axes,  suivant  une  parabole  dont  Taxe  est 
parallèle  à  la  ligne  des  pôles;  comme  d'ailleurs  ces  axes 
tournent  autour  de  Oi  Z|  avec  une  vitesse  égale,  mais  de 
sens  contraire  à  celle  de  la  Terre,  le  corps  pesant  nous 
semblera  se  mouvoir  sur  une  parabole  tournant  autour 
d'ime  droite  parallèle  à  son  axe  de  symétrie.  C'est  la 
proposition  énoncée  par  Bour. 

Si,  grâce  à  la  petitesse  des  déplacements  du  mobile 
comparés  aux  dimensions  de  la  Terre,  on  peut  négliger 
les  variations  de  Tintensité  et  de  la  direction  de  l'attrac- 
tion terrestre,  il  est  naturel  d'admettre  la  même  approxi- 
mation pour  la  force  centrifuge  et  de  remplacer  les  deux 
forces  par  leur  résultante,  la  pesanteur,  qu'on  regardera 
comme  constante  et  toujours  parallèle  à  ZA.  Les  équa- 
tions du  mouvement  ne  diilerent  des  équations  (i)  que 
par  la  suppression  des  termes  iù'X  et  co^y;  g  y  reprend 
d'ailleurs  sa  signification  ordinaire.  Les  intégrales  ont 
une   forme   bien  diftérente  de  celle    que   nous   avons 
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trouvée  dans  l*hypoilièse  de  Bour;  rien  n'est  plus  facile 
que  de  les  trouver  et  de  les  mettre  sous  la  forme  sui- 
vante : 

!ir  =  Acos(2a)<-ha)-r-B,  * 

^  =  A  sin(afa)f  h-«)-hC— ^  _    '  /, 
^/*  sinçp  -h  E/  -H  F. 


à'  20) 


Si  Ton  faisait  abstraction  des  termes  en  sîn(2(o^H-  a) 
et  cos(2 cof  4-  a),  on  aurait  une  trajectoire  parabolique; 
d'ailleurs  ces  termes  eux-mêmes  correspondraient  à  un 
mouvement  circulaire  \  on  voit  donc  qu'un  point  pesant, 
lancé  à  la  surface  de  la  Terre,  semble  décrire  uniformé- 
ment un  cercle  parallèle  à  Téquateur  et  dont  le  centre 
parcourt  une  parabole  ayant  son  axe  parallèle  à  l'axe  du 
monde.  On  peut  aussi  dire  que  le  point  se  meut  sur 
une  parabole  animée  d'un  mouvement  de  translation 
circulaire  autour  d'une  parallèle  à  Taxe  du  monde, 
résultat  essentiellement  différent  de  celui  de  Bour.  On 
voit  immédiatement  que  la  projection  du  mobile  sur 
Téquateur  décrit  une  cycloïde  ou  une  trochoïde. 

La  surface  engendrée  par  un  cercle  qui  se  transporte 
parallèlement  à  lui-même,  de  manière  que  son  centre 
décrive  une  parabole  ayant  son  axe  perpendiculaire  au 
plan  du  cercle  est  une  surface  du  quatrième  degré;  on 
en  aperçoit  aisément  la  forme  :  il  y  a,  pour  ainsi  dire, 
deux  nappes  qui  se  coupent  suivant  un  arc  parabolique, 
et  se  raccordent  suivant  le  cercle  dont  le  centre  est  au 
sommet  de  la  parabole  directrice;  le  long  de  ce  cercle, 
le  plan  d'une  des  sections  principales  passe  toujours  par 
Taxe  de  la  parabole  directrice  et  la  courbure  correspon- 
dante varie  suivant  une  loi  très  simple. 

Si  Ton  donne  les  coordonnées  Xq  et  z^  du  point  A  et 
les  composantes  ayb,  c  de  la  vitesse  initiale  du  mobile, 
on  pourra  déterminer  les  constantes  qui  entrent  dans 
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les  intégrales  (2),  et  Ton  trouvera 

a     .         ^      9.6w  -+-  ■ç'cos©  , 

(3)  <  2 6 o) -h  yo- cos 9    .  I  —  cosîw^        fi'coscp 

^    ^  I  r  = — ^ 1  sinviwf  H-  a ^î t, 

j  40)*  20)  2a> 

Pour  que  la  projeclion  du  mobile  sur  Téquateur 
décrive  une  cycloïde  proprement  dite,  il  faut  qu'on  ait 

(  a'  -f-  6'  )  o)  -+-  bg^  cos  ïp  =  o. 

On  trouverait  les  coordonnées  du  mobile  relativement 
aux  axes  AX,  AY,  AZ,  qui  sont  les  plus  commodes  pour 
l'observation,  en  remarquant  qu'on  a 

X  =  {x  -.ro)sincp  —  (z  —  Zq)  cos  cp, 

Z  =  {x  —  j:o)coscp  -H  (^  —  ^0)  sin^, 

et  en  remplaçant  x,  jk?  ^  par  leurs  valeurs  (3)  ;  il  sera 
convenable  d'exprimer  a  et  c  en  fonclion  des  compo- 
santes de  la  vitesse  initiale  suivant  AX  et  AZ. 

Considérons  le  cas  où  a,  i,  c  sont  nuls,  c'est-à-dire 
où  le  mobile  tombe  sans  vitesse  initiale  :  les  équa- 
tions (  3  )  deviennent 


X  =  aro —  ^ — r-^(i  —  C0S2a>/), 
4(0* 

r  =  —  ^-i — ~(2(â>/  —  5in2u)/), 
4a)5    ^  ^ 

z  =  Zq ^/»sin-p; 

2 


la  projection  sur  l'équateur  décrit  une  cycloïde  dont  la 
base  est  parallèle  à  Oy\  le  point  de  départ  est  le  point  de 
rebroussement,  et  le  cercle  générateur  a  pour  rayon 


g  cos  <p 
4u> 
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On  a  ensuite 


X  =  -  iÇ-  sin  :5  cos 9  (  /* ) , 

a  *         '  \  2w*         / 

Y  =  —  IS211  (awf  — sinao)/), 

Z  = fft^  sin'  ©  —  j?'  cos*  © r • 

On  peut  développer  ces  expressions  suivant  les  puis- 
sances  de  co  et  retrouver  les  résultats  que  donne  ordinai- 
rement l'intégration  par  approximations  successives. 
Si  l'on  veut  pousser  l'approximation  un  peu  loin,  la  mé- 
thode précédente  aura  un  avantage  réel.  On  trouve 

X  =  p^w*^*  sintp  coscp/  I r  Ci>*<*H r  u>*/*^ J, 

Y  = —  T^w''  cos©f  I—  -co*f*H a}*<* — . . .  ), 

3  *  \         ')  io5  / 

Considérons  une  hauteur  de  chute  A;  on  a  sensible- 
ment 


=v/f- 


puis 

x=  ;, 


I  to«/i*   .  V  ''  .  /a  A-* 

3  -y-sinatp,,      Y  =  -  _u,cos<p^  — . 

Les  expériences  de  Reich,  pour 

indiquaient  une  déviation  vers  Test  égale  en  moyenne 
à  o™,  0284^  et  une  déviation  vers  le  sud  égale  à  o",  0437  : 
les  formules  précédentes  donnent  pour  ces  déviations 
0^,0275  et  o"*,ooo  0045  la  première  s'accorde  très  bien 
avec  l'expérience,  mais  la  seconde  est  en  complet  désac- 
cord. 
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Il  y  a  lîeu  de  chercher  quelle  valeur  on  trouverait 
pour  la  déviation  australe  en  assimilant  l'attraction  ter- 
restre à  celle  d'un  ellipsoïde  homogène  et  de  révolution. 
Considérons  un  point  pesant  qui  tombe  dans  un  puits, 
c'est-à-dire  à  Tinlérieur  de  la  masse  attirante  :  les  com- 
posantes de  l'attraction,  proportionnelles,  on  le  sait,  aux 
coordonnées  du  point  attiré,  peuvent  se  représenter 
par  — "k^x^  — ^^jTî  —  H^*^  ^^  '*^^  équations  du  mouve- 
ment deviennent 

d*z 

On  cherche,  pour  les  deux  premières,  des  intégrales 
de  la  forme  x  =  e''^^j  =  se''^\  les  valeurs  de  r  sont  ima- 
ginaires, mais  très  simples;  la  troisième  équation  s'in- 
tègre immédiatement,  et  Ton  peut  mettre  les  intégrales 
générales  du  problème  sous  la  forme 

ar  =  A  cos[(X  h-  ci))<  -+-  ajn-  Bcos[(X  —  a))/H-  p], 
y  =  k  sin[(X  -f-  u))r  -ha]  —  B  sin[(X  —  u>)/  -h  p], 

Le  mouvement  défini  par  ces  équations ,  sous  leur 
forme  générale,  est  compliqué  ^  mais  nous  nous  borne- 
rons au  cas  où  la  vitesse  initiale  est  nulle,  ce  qui  permet 
de  déterminer  les  arbitraires.  On  trouve  alors 

J7=  — r  [(X  -H  a))cos(X  —  a))/-{-  (X  —  u))cos(X  -f- co)/], 

1%  A 

'7* 

y  =-y[(X  —  a))sin(X-+-  to)/  —  (X  —  co)sin(A— u))/], 

Z   =:  Zfi  COS{X/. 
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Pour  étudier,  pendant  les  premières  secondes  de  la 
cbute,  le  mouvement  déûni  par  ces  équations,  je  déve* 
loppe  X — oc,  y  y  z  —  z^  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  t^  en  me  bornant  aux  premiers  termes  des 
séries,  qu'on  met  aisément  sous  la  forme  suivante  : 

X2_0)2          /    ,          Xî~4-3(DÎ     ,  \ 

X a7o  —  —    ' Xq  (   /2 ^*  _}_.  _    ) 

•2  \  VI  J 

X*  —  (D« 

>«  —  >5o  =-"  —  7  [A*  -0  {  ^*  —    -  H^'  ^*  -1- . . .  ] . 

Remarquons  que  (X^ —  w^)a?o  et  (x^-z©  sont  les  compo- 
santes, parallèles  à  Ox  et  à  O2;,  du  poids  du  mobile  à  son 
départ^  donc 

et  les  équations  précédentes  deviennent 


I 


[/^coscp        w'\,,  1 


I 

y  •= —  -rg^t^  COSCp  -h.  .  ., 


ï      .    •       /         ^  sino  ^       \ 
z—z^  = f-f'sincpl  I—  ^ î^«...  ). 

La  valeur  de  j^  nous  donne  la  même  déviation  orien- 
tale que  tout  à  Theure^  pour  avoir  le  mouvement  sui- 
vant la  verticale  et  la  déviation  australe,  nous  déduirons 
X  et  Z  de  X  —  x©  et  de  -s  —  z^  par  la  transformation  déjà 
employée;  il  viendra 

V        »     ,1    •  /    •       ^coscp         ^sin©\ 

X  =    -  ^'/^smocoscDl  a)*-h ^   —^ ^1   -4-..., 

Soient  a  et  ^  les  demi-axes  de  l'ellipse  méridienne. 


(  55.  ) 
e  son  excentricilé,  p  la  distance  du  centre  de  la  Terre  au 
plan  tangent  en  A  5  ©  étant  Tangle  de  la  normale  à  Tel- 
lipse  avec  son  axe  focal,  on  a 

icos©       sincp  _ />        p pe'^ 

D'ailleurs  ^  diffère  peu  de  ->  et  la  théorie  de'réqui- 
libre  d'une  masse  fluide  animée  d'un  mouvement  de  rota- 

tion  donne  sensiblement  ^—  =  -  w^  :  enfin,  si  la  hauteur 

7.h 
de  chute  est  A,  on  pourra  dans  X  remplacer  t^  par  — % 

o 

et  l'on  aura  pour  valeur  approchée  de  la  déviation  aus- 
trale 

X  = sin2P. 

8     g 

Cette  valeur  n'est  que  les  |  de  celle  que  donnait  la  théorie 
précédente  et  est  encore  plus  en  désaccord  avec  la  dévia- 
tion annoncée  par  Reich.  Mais  il  y  a  une  remarque  très 
importante  à  faire  :  à  mesure  qu'on  pénètre  dans  la 
Terre  en  suivant  la  verticale  du  point  A,  la  direction  de 
la  pesanteur  varie  \  un  fil  à  plomb,  attaché  en  A,  prend 
la  direction  de  la  pesanteur  à  son  extrémité  inférieure 
et  s'écarte,  vers  le  nord,  de  la  verticale  AZ,  ce  qui  aug- 
mente la  déviation  apparente  du  corps  qu'on  laisse 
tomber.  Il  s'agît  de  calculer  la  quantité  u  dont  l'extré- 
mité d'un  fil  à  plomb  de  longueur  h  s'éloigne  au  nord  de 
la  verticale  AZ.  Les  coordonnées  de  l'extrémité  du  fil 
par  rapport  à  AXYZ  sont 

X|  =  —  M,     Yi  =  o,     Z|  =:  —  A, 

et,  par  conséquent,  les  coordonnées  relatives  à  Oxyz 


(   5j2  ) 
sont 

Xi=^Xo — Acoscp  —  usincp,  j^i  =  o,  Zi  =  Zfi — Asinç-t- mcoso  ; 
les  composantes  de  la  pesanteur  en  ce  point  sont 

or/p  ff  Za 

(X' — tjû!^)xx=- — coso,     o,     {jL«2,=  5 — sino. 

Pour  que  le  Gl  soît  en  équilibre,  il  faut  que  la  pre- 
mière et  la  troisième  de  ces  composantes  soient  propor- 
tionnelles à  Xo —  X\  et  à  xîo  —  ^1  ^  donc 

(a^o —  h  coscp  —  u  sino)  co<io        i z^ —  Asin©  -+-  u  coso)  sinQ 
a7o(A  coscp  H- w  sino)  ^o(Asin'^  —  a  coso)         ' 

chassons  les  dénominateurs,  divisons  par  oto^o  ^^  ayons 
égard  à  la  relation  (4)?  nous  trouverons 

^  Q^     sinacp  —  îl  n-  ^"ûj-  C0S2O  JM  —  ^-^  m*  sin2cp  =o. 

Cette  équation  a  deux  racines,  Tune  très  grande,  l'autre 

très  petite^  c*est  celle-ci  qui  nous  convient;  elle  a  pour 

valeur  approchée 

,      I  i?A*c*  . 

ou,  en  remplaçant,  comme  on  Ta  déjà  fait,  ^  par  -  et  — 

5    CD» 

par > 

,      5  w«A«  •. 
u  z=  -; sinao. 

4     iT 

Telle  est  la  quantité  dont  le  fil  à  plomb  dévie  au  nord  de 
la  verticale  du  point  A  -,  la  déviation  apparente  du  corps 
qu*on  a  laissé  tomber  devrait  donc  être  égale  à 

,         -,,  II     0)2  A»     . 

w  -4-  X  =  — •  sin  a  o  ; 

8      ^  ^ 

c'est  plus  de  quatre  fois  la  valeur  trouvée  en  regardant 
comme  constante  la  direction  de  la  pesanteur,  mais,  dans 
les  conditions  où  Reich  a  fait»  ses  expériences,  cela  ne 
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donnerait  encore  que  0^,000017  de  déviation  australe, 
et  Ton  peut  s'assurer  que  la  résistance  de  Pair  au  mou- 
vement du  corps  qui  tombe  modifie  très  peu  ce  résultatr. 
On  est  encore  bien  loin  de  la  déviation  annoncée  par 
Reich,  et  il  faut  en  conclure  ou  que  cette  déviation  tenait 
à  des  circonstances  locales,  ou,  ce  qui  est  plus  probable, 
que  les  expériences  n'étaient  pas  suffisamment  exactes, 
et  que  les  physiciens  auraient  intérêt  à  les  reprendre 
dans  des  puits  profonds,  comme  les  y  invite  M.  Gilbert. 
Venons  enfin  au  mouvement  d'un  point  pesant  lancé 
dans  r atmosphère  5  il  est  facile  d'en  écrire  les  équa- 
tions différentielles  sous  forme  explicite ,  puisqu'on  sait 
exprimer  en  quantités  finies  les  composantes  de  l'attrac- 
tion d'un  ellipsoïde  planétaire  sur  un  point  extérieur; 
mais  ces  équations  ne  sont  plus  linéaires,  et  leur  inté- 
gration est  difficile.  On  trouverait  des  intégrales  appro- 
chées en  développant  en  séries  les  composantes  de  l'at- 
traction ;  mais,  si  l'on  veut  se  borner  à  une  première 
approximation,  il  est  bien  plus  simple  d'évaluer  directe- 
ment la  partie  principale  des  variations  que  le  déplace- 
ment du  mobile  fait  éprouver  aux  composantes  de  la 
pesanteur.  Considérons  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  et  ap- 
pelons R  le  rayon  moyen  de  la  Terre;  si  l'on  commet  une 
erreur  sensible  en  regardant  la  pesanteur  comme  dirigée 
vers  le  centre  du  globe  et  inversement  proportionnelle  au 
carré  de  la  distance  à  ce  centre,  l'erreur  devient  négli- 
geable quand  on  adopte  cette  hypothèse  pour  calculer 
les  variations  de  la  pesanteur;  les  composantes  parallèles 
à  AX  et  à  AY,  nulles  en  A,  seront,  pour  une  position 

difierente,  —  ^  ,  —  ^'^^  composante  parallèle  à  AZ 
sera  approximativement 

—  — ou      —  zr  -I-  — • 

(R.-hZ)î       "  ^^     R    ' 
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les  équations  du  mouvement  deviennent  alors 

^X  X  ,      dX 


Y  l         dL        .      dX\ 


d^Y  __     Y 

dt*  '^      ^^ 

d^T,  ^ig^  dY 


Intégrons  par  approximations  successives  :  si  noas 
négligeons  d'abord  les  termes  en  a  et  en  ^f  nous  aurons 

X  =  A^    Y  =  B^    Z  =  C«  — i^^«. 
Une  seconde  approximation  nous  donnera 

'        o    K 
Y  =  Br-h  (A  sin<p-4-  Gco99)ù>** —  -  f  iwcos^  •+-  s-j^'t 

Z  =  Gf-i^r*-Ba)f«co9©-hi  ^/8---L  Çtw, 
2^  ^       3    R  12  R 

II  n'y  a  pas  lieu  de  pousser  l'approximation  plus  loin; 
les  expressions  précédentes  suffisent  pour  faire  apprécier 
l'influence  de  la  rotation  diurne  et  des  variations  de  la 
pesanteur;  pour  des  vériGcations  expérimentales,  il 
faudrait  avoir  égard  k  la  résistance  de  l'air  qui  joue  un 
grand  rôle,  mais  dont  la  considération  nous  éloignerait 
de  l'objet  de  cet  article. 


KOllYBAliX  DÉVELOPPEMENTS   SUR  l'KE  HÉTUODE 

DÉLniLXATIOSI  ('); 

Par   m.   L.    SALTEL. 


Cette  méthode,  et  c'est  là  son  caractère  principal,  per- 


(')  Voir  t.  XX,  a»  série  des  Nouvelles  Annales. 
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met  d'éliminer  successii/ement  [*  ),  par  la  simple  rësolu- 

lion  de  Téquatioii 

aar'»-hô  =  o,  (i) 

k  —  I  inconnues  entre  k  équations.  Elle  repose,  rappe- 
lons-le, sur  deux  points  principaux  :  le  premier  est  rela- 
tif aux  solutions  étrangères  qui  s'introduisent  nécessai- 
rement par  la  substitution,  dans  une  ou  plusieurs  des 
autres  équations,  de  la  valeur 

a7«  =  — -,  (2) 

déduite  de  (  i)  ;  le  second  indique  le  moyen  de  supprimer, 
dans  la  suite  des  calculs,  ces  non-solutions. 

Nous  regrettons  de  ne  pas  avoir  mentionné,  dans  notre 
première  Communication,  les  remarques  et  applications 
suivantes,  qui  jettent  un  jour  nouveau  sur  ce  procédé,  qui 
est  incontestablement  le  plus  simple  en  théorie  (^)  et  le 
plus  rapide  en  pratique  aussitôt  que  le  nombre  des  équa- 
tions devient  supérieur  à  deux  (  *  ) . 

I.  —  Remarques. 

Remarque  I.  —  Soient  deux  équations 

A(ar,7,  .s,  0  =  0,  (i) 

B(jr,7,j,  0  =  0,  (2) 


(*)  On  peut  lire,  dans  le  Traité  d'Algèbre  supérieure  de  M.  Ser- 
rât, que  le  procédé  par  éliminations  successives  était  jusqu'ici  seule- 
ment applicable  aux  équations  du  premier  degré. 

(')  On  pourrait  bien  objecter  que  parfois  la  détermination  du  degré 
demultiplicité des  solutions  étrangères  est  délicate,  mais,  somme  toute, 
ce  nombre  n'est  pas  indispensable;  il  sufGt  de  supprimer  ces  non- 
solutions  préalablement  connues  le  plus  grand  nombre  de  fois  possible. 

(')  Il  est  même  souvent  le  plus  rapide  dans  le  cas  de  deux  équa- 
tions incomplètes,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  ces  équations  ne  sont 
pas  les  plus  générales  de  leur  espèce. 
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supposées  algébriques  et  entières  par  rapport  à  a:,  y^  z^ 
t.  Si  toutes  les  solutions  de  (i)  conviennent  à  (a),  cette 
équation  (  2  )  pourra  s'écrire  sous  la  forme 

^{^,yi^yt),Q{x,y,z,t)  =  Oy  (3) 

Texpression 

C{x,y,z,t)  (4) 

représentant  un  polynôme  algébrique  entier  en  x^y^  z,  t. 
Pour  s'en  rendre  compte,  il  suffit  d'observer  que,  toutes 
les  solutions  de  (i)  vérifiant  (2),  il  en  résulte,  en  con- 
sidérant j^,  5,  t  comme  des  coefficients  ayant  des  valeurs 
arbitraires,  que  toutes  les  solutions  de  l'équation  (i)  à 
une  seule  inconnue  x  vérifient  l'équation  (2)  également 
à  une  seule  inconnue^  donc,  d'après  un  théorème  élé- 
mentaire, Téquation  (2)  peut  bien  s'écrire  sous  la 
forme  (3). 

Remarque  II,  —  Nous  avons  déjà  fait  observer  que 
si,  dans  les  deux  équations 

on  a  identiquement 

A,(a7,^)  =  B,(a?,7),  (3) 

la  substitution  de 

n'introduit  pas  de  solution  étrangère,  pourvu  que  l'on 
ait  soin,  avant  de  chasser  les  dénominateurs,  de  laisser 
le  numérateur  et  le  dénominateur  du  premier  terme  par 
Bi  (x,  j^)  ;  on  peut  ajouter  quelque  chose  de  plus  :  en  pro- 
cédant de  la  sorte,  on  supprime  la  solution 

Ai(:z',7)  =  o,  (5) 

résultant  de  a  infini;  ajoutons  encore  que,  si  l'on  a  iden- 


(  5^^:  ) 

tique  ment 

AmH-i(ar,7)  =  B„^t(x,y),  (6) 

le  système  (S)  étant  vérifié  par 

i  a  =  o,  (7) 

\  A^H_i(ar,j)  =  o,  (8) 

on  pourra  supprimer  la  courbe  représentée  par  (8),  en 

posant 

I 

a  =  -7 
a 

et  prenant  a'  pour  nouveau  paramètre  variable. 

Remarque  III,  —  Soient 

(a)  ^  A(a:,j,  z,  t).s^-^  B(a7,^,  z,  t)  =  o,  (i) 

I  C(x,y,z,t,v)  =  o  (a) 

deux  équations  contenant  cinq  inconnues  x,  j^,  5,  f ,  t'  (*). 
Le  système 

^^^  1  D(:r,j,^,0  =  o,  (4) 

obtenu  en  substituant,  dans  (2),  à  la  place  de  p,  la  va- 
leur 

déduite  de  (i),  n'est  pas  entièrement  équivalente  à  (a), 
attendu  que  ce  dernier  système  est  vérifié,  quelle  que 
soit  la  valeur  attribuée  à  if  par  toutes  les  solutions  en  .r, 
y^  z,  t  communes  à 

,    .  j  A(x,7,  ^,  0  =  0,  (6) 


(')  C'est  uniquement  pour  mieux  préciser  que  nous  prenons  cinq 
inconnues;  il  est  bien  entendu  que  la  remarque  en  question  est  in- 
dépendante de  ce  nombre. 
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tandis  que  le  système  (  a  )  donne,  par  Téquation  (  2  ),  pour 
chacune  de  ces  solutions  particulières,  un  nombre  déter- 
miné de  valeurs  de  i^,  nombre  égal  à  la  plus  haute 
puissance  de  cette  inconnue  dans  cette  équation  (2). 

Ainsi  :  (  j3)  est  équwalent  «  (a)  pour  toutes  les  solu- 
tions relatwes  aux  quatre  inconnues  x,  y^  z^  ty  mais  il 
n'est  équivalent  à  (a),  relatii^ement  aux  cinq  inconnues 
x^y^  z,  ï,  V,  que  pour  les  solutions  ne  résultant  pas  des 
racines  communes  à  (  6  ) ,  (  7  ) . 

Généralisation.  —  D'une  manière  plus  générale,  si 
Ton  a  le  système  de  deux  équations 

^  (  Vi{x,y,z,t,v)  =  o,  (8) 

(  Uj(a7,^,^, /,  p)  =  o,  (9) 

et  qu'on  lui  substitue  le  système 

(  V,(:r,^,  z,  t).v  4-  V,(ar,7,  ^,  0  =  o,  (10) 

I  W(a:,jr,  ^,  0  =  0,  (m) 

obtenu  en  éliminant  entre  ces  deux  équations,  par  un 
procédé  quelconque  (*),  Tinconnue  i^,  ce  système  est 
bien  équivalent  à  (  8  )  pour  toutes  les  valeurs  relatives  aux 
quatre  inconnues  x,j^,  z,  t  ;  mais,  comme  Téquation  (11) 
est  nécessairement  (*)  vérifiée  par  les  solutions  com- 
munes à 
.    V  (  Vi(a7,^,^,  0  =  0,  (la) 

il  n'est  équivalente  (8),  relativement  aux  cinq  inconnues 
X,  ^,  z,  £,  r,  que  pour  les  solutions  ne  vérifiant  pas 


('  )  Il  est  bien  entendu,  redisons-le  une  fois  pour  toutes,  que,  si  Ton 
a  suivi,  pour  faire  cette  élimination,  notre  méthode,  appliquée  au 
cas  de  deux  équations,  nous  supposons  les  fonctions  V,,  V,,  W  dé- 
terrassées  des  facteurs  étrangers. 

(')  C'est  notre  méthode  qui  nous  a  conduit  à  robsenration  de  cet 
important  résultat. 
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(i2),  (i3).  On  verra  plus  loin  rimporlaiice  de  cette  re- 
marque. 

II.  —  Première  application. 

Problème.  —  Trouver  les  solutions  en  x,  j^  z  corn." 
munes  à  un  système  de  lafoime 

i  V,(ar,7).^-+-V,(a-,7)  =  o,  (i) 

(A)  <  Ui(a',j,^)  =  o,  (a) 

(  U,(x,7,z)  =  o,  (3) 

les  fonctions  ¥«,  Vj,  U|,  Uj  étant  algébriques  et  en- 
tières. 

Solution.  —  Pour  plus  de  clarté,  nous  supposerons 
les  fonctions  U|,  U2  d'ordres  m<,  ma  par  rapport  à  z. 

Cela  dit,  observons  d'abord  qu'il  n'est*pas  exact  de 
dire  que  le  système 

i  \i(a:,y).z^\i(x,r)-=^o,  (4) 

(B)  |w,(T,^)  =  o,  (5) 

(  W,(a:,7)  =  o,  (6) 

obtenu  en  substituant^  dans  (2),  (3),  à  la  place  de  z,  la 
valeur 

déduite  de  (1),  soit  équivalent  au  système  (A);  ce  der- 
nier système  est,  en  cHet,  vérifié  par  les  solutions  en  x, 
y  communes  à 

(C)  |V,(^,7)  =  o,  (8) 

I  V,(^,7)  =  o,  (9) 

tandis  que  le  système  (A)  n'admet  généralement  pas  ces 
solutions.  Le  système  (B)  se  compose  donc  du  système 
(A),  plus  du  système  (C)  compté  un  certain  nombre  de 
fois.  Comment  déterminer  ce  dernier  degré  de  multi- 
plicité? C'est  là  une  question  qui  nous  a  semblé  assez 


(  56o  ) 

longtemps  fort  difficile.  Il  suffit  cependant  d'observer 
que  les  courbes  représentées  par  (5  ),  (6  )  admettent  res- 
pectivement les  points  communs  aux  courbes  représentées 
par  (8),  (9)  pour  points  multiples  d'ordres  m< ,  W2(*)^  par 
conséquent,  les  solutions  étrangères  représentées  par  (C) 
doivent  être  chacune  comptées  /w<  7722  fois  (  ^  )  ;  donc,  si  les 

équations 

(   M,(.r).j4-Mj(:r)  =  o,  (lo) 

!    M3(^)  =  0,  (II) 

g.  (  N,(:r).^-+-N,(a:)  =  o,  (12) 

^  (  N3(:r)  =  o  (i3) 

sont  celles  que  l'on  obtient  en  éliminant  j^  entre  (5),  (6) 
et  (8),  (9),  le  polynôme  M3(x)  devra  être  divisible  par  le 
polynôme  N3  (x)  élevé  à  la  puissance  n^  /I2.  En  représen- 
tant par  P(x)  le  quotient,  le  système  proposé  (A)  sera 
équivalent  à 

(    Vi(â?,7).5  -4-  \2{x,y)  =  O,  (l4) 

(A')  I  M,(x).7-i-]M2(:r)  =  o,  (i5) 

{  P(^)  =  o.  (16) 

m.  —  Deuxième  application. 

Problème.  —  Troin^er  les  solutions  en  x^j^  z  com- 
munes aux  trois  équations 

supposées  algébriques  et  entières. 

(')  Ces  équations  (.3),  (6)  peuvent,  en  effet,  être  considérées  comme 
représentant  les  équations  des  courbes  définies  par  (i),  (2)  et  (1),  (3), 
où  l'on  considère  z  comme  un  paramètre  variable. 

(')  En  supposant  que  les  points  multiples  en  question  n'aient  pas 
de  tangentes  communes,  ce  qui  a  lieu  si  les  équations  (i),  (2),  (3)  sont 
indépendantes  entre  elles,  on  voit  qu'à  chacune  des  solutions  com- 
munes à  (8),  (9)  correspondent  resperiivement,  d'après  (5),  (6\ 
w,  Wr,  valeurs  de  z. 
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Solution,  —  Eliminons,  par  notre  méthode  ou  par 
l'une  quelconque  des  méthodes  connues,  z  entre  les  équa- 
tions (i),  (2),  et  soit 

(  V,(.r,j).5-KV2(^,r)  =  o,  M) 

(  D  )  s 

(  W,(.r.r)-o  (5) 

le  résultat  obtenu. 

Substituons  au  système  (A)  le  système 

(  Vt(j-,7).5-^V,(:r,7)=:o,  (6) 

(C)  JW,(^,7)  =  0,  (7) 

(  V3(a:,j)  =  o,  (8) 

obtenu  en  remplaçant  les  équations  (1),  (2)  par  (4),  (5). 
Ayant  déjà  montré,  dans  notre  première  Communica- 
tion, que  les  points  communs  aux  courbes  définies  par 

,,3^  I     V,{a7,7)  =  0,  (9) 

(  V,(ar,7)=o  (10) 

représentent,  en  général,  des  points  doubles  ou  simples 
delà  courbe  représentée  par  (7)  (  *  ),  on  voit  que  (C)  se 
compose  de  (A)  plus  du  système  étranger 

IVi(a:,7)  =  o,  (il) 

V,(^,7)  =  o,  (12) 

V3(^./)  =  o.  (i3) 

Cette  observation  faite,  substituons  dans  (8),  à  la  place 
de  ^,  la  valeur  donnée  par  (6),  on  aura  le  système 

IVi(^,/).^  -+-  Vj(a:,  r)  =  o,  (14) 

Wi(a7,jK)=o,  (i5) 

W,(a^,7)  =  o,  (16) 

qui  se  composera  du  système  proposé  (A),  plus  des  so- 
lutions communes  à  (D)  comptées  avec  un  certain  degré 

■  ^—  —     -  -■■■■  ■-^■^■■  ■[■■■■^■—■■■i  ■         ^<w    ■■-  ■-■  ■^-■^  , 

(*)  Nous  reviendrons  sur  ce  point  dans  une  Note  spéciale. 
Ann.de  MntUèmat.^  3*  série,  t.  II.  (Décembre  iS83.)  3o 
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de  multiplicité.  Il  est  bien  entendu  que  l'on  déterminera 
ce  dernier  degré  de  multiplicité  en  se  rappelant  que  tous 
les  points  définis  par  (D)  ont  le  même  degré  de  multipli- 
cité dans  la  courbe  représentée  par  (i6),  et  que  les  uns 
sont  doubles,  et  les  autres  peuvent  être  simples  dans  la 
courbe  définie  par  (i5). 

Nota,  —  Bien  qu'ayant  supposé  que  les  surfaces  repré- 
sentées par  (i),  (2),  (3)  n'avaient  pas  de  ligne  commune, 
notre  méthode,  et  c'est  la  seule  douée  de  ce  privilège, 
permet  de  trouver,  comme  nous  allons  le  constater  dans 
l'application  suivante,  tous  les  points  communs  situés  en 
dehors  de  cette  ligne  commune. 

IV.  —  Troisième  application. 

Problème.  —  2rouuer  les  solutions  en  x^y^  z,  t  com- 
munes à  un  système  de  la  forme 

\dx,y,z),t^  Vî(a7,7,  5)  =  o,  (i) 

^   U,(jr,j,5,i)  =  o,  (2) 

^  '   U2(r,7,^,0  =  o,  (3) 

Us(a7,7,  ^,  e)  =  o,  (4) 

supposées  algébriques  et  entières. 

Le  système 

Vi(a:,  j,  z).r  -h  Va(a?,7,  z)  =  o,  (5) 

(B)  .  W,(r,j,^)  =  o,  (6) 

■^  W,(^,7,^)  =  o,  (7) 

W3(a7,/,z)  =  o,  (8) 

obtenu  en  substituant,  dans  (  2),  (3)9(4)7  ^  ^^  place  de  £, 

la  valeur 

_      Vi(^j,  z) 

déduite  de  (i),  n'est  pas  équivalent  au  système  (A);  ce 
dernier  système  est,  en  cilet,  vérifié  par  les  solutions  de 
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XjjjZ  coniniunes  à 

(C)  ^  V,(;r,j,5)  =  o,  (lo) 
i  V,(r,7,>s)  =  o;  (II) 

on  peut  même  ajouter,  si  l'on  considère  x^y,  z  comme 
coordonnées  courantes,  et  si  Ton  suppose  que  n^,  n^^  n^ 
soient  les  plus  h  auts  exposants  de  t  dans  (2), (3), (4)9  que 
la  courbe  gauche  définie  par  (C)  est  respectivement  mul- 
tiple d'ordre  iz, ,  /Z2,  /ig  pour  les  surfaces  représentées  par 
(6),  (7),  (8).  L'élimination  de  deux  des  inconnues  entre 
(6),  (7),  (8)  doit  donc  conduire  à  l'identité  0  =  0.  Voici 
comnAnt  nous  levons  cette  indétermination  (  *  ). 

Substituons  seulement  la  valeur  (9)  dans  les  équa- 
tions (a),  (3),  et  considérons  le  système 

(D)  j  Wi(a:,^,;5)  =  o,  (i3) 

qui  se  composera  évidemment  du  système 

IVi(^,7,^).<-h  V,(a7,7,^)==  o,  (i5) 

U,(x,7,5,/)  =  o,  (16) 

Ui(:r,x,>s,  0  =  Ot  (17) 

plus  du  système  défini  par  (C). 

Substituons  au  système  (D)  le  système 

IVi(ar,7,  z),t-h  V,(^,jK,  z)  =  o,  (18) 

M3(r,/)  =  o,  (-20) 

obtenu  en  éliminant,  par  un  procédé  quelconque,  z  entre 
(i3),  (i4)j  ^^  représentons  par 

,  rNt(a:,7).4;-^N,(a:,/)  =  o,  (21) 

(N3(a7,j)  =  o  (22) 

(*)  Nous  avions  déjà  indiqué,  dans  le  Mémoire  :  Sur  un  paradoxe 
mathématique,  l'idée  d'éliminer  un  ou  plusieurs  paramètres  en  vue 
de  faire  natlre  des  facteurs. 
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le  système  résultant  de  rélimination  de  z  entre  les  équa- 
tions (C). 

Toutes  les  solutions  de  (22)  vérifiant  (C')et  étant 
partant  comprises  dans  (1^)^  le  premier  membre  de  (20) 
est  nécessairement  divisible  un  certain  nombre  de  fois 
par  le  premier  membre  de  (22);  représentons  par 
R[x^j)  le  quotient,  le  système 

IVi(a^,7,-)./  -i-  Vs(a;,7,^)  =  o,  (23) 

M,(:r,r).-«-4-Mî(a7,7)  =  o,  (a4) 

R(:r,7)  =  o  (25) 

se  composera  du  système  (E)  plus  du  système        ^ 

/  V,(a",r,^)^o,  (26) 

(F.)  }  V2(^,7,^)  =  o,  (27) 

(R(:r,v)  =  o,  (28) 

attendu  que  (C)  vérifiant  (i3),  (i4)  vérifie  aussi  (24), 
qui  n'est  autre  que  (ig)*,  donc  le  système 

Vi(:r,j,  5).^-i-V,(a?,7,^)  =  o,  (29) 

^  Mi{cr,y).z  -h  Mi(^yy)  =  o,  (3o) 

^  '  RCj-^.v)  =  0,  (3i) 

Ua^J:,,}',  5,0  =  o  (32) 

se  composera  du  système  proposé  (A)  plus  du  système 

étranger 

Vi<x,r,  3)  =  o,  (33) 

,,.,.  .  \2{j\y,z)--=o,  (34) 

(  r  )  < 

R(:r,v)  =  o,  (3j) 

U3(^,r,5,0  =  o-  (36) 

Ces  deux  derniers  systèmes  admettant  tous  les  deux 
un  nombre  fini  de  solutions  communes  en  x,  j',  5:,  t  et 
la  résolution  du  système  (F')  étant  comprise  dans  les 
applications  précédentes,  on  voit  que  toute  la  question 
est  réduite  à  résoudre  (E"). 

Pour  cela,  substituons  dans  (32)  ix  la  place  de  t  la  va- 
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leur  déduite  de  (  29),  on  aura  le  système 

Vi(ir,7,-).<-f-Vî(a:,7,z)=o,  1,37) 

j  R(^,7)  =  o,  (39) 

(  \\3(x,y,z}=o,  (4o) 

qui  se  composera  de  (E'')  plus  du  système  (F) ;  ces  deux 
derniers  systèmes  admettant  encore  un  nombre  fini  de 
solutions  communes  en  x,  j^,  sr,  i,  et,  leur  résolution  étant 
comprise  dans  les  applications  précédentes,  le  problème 
proposé  est  définitivement  résolu. 

V.  —  Quatrième  application. 

Pboblème.  —  Troui^er  les  solutions  en  x^y^  z,  t  com- 
munes aux  équations 

1   U,(a:,7,^, /)  =  0,  (i) 

...                 I  U,(x,7,5, 0  =  0,  (2) 

'  \^z{T,y,z,t)  =  o,  (3) 

U4(;r,7,^,0  =  o,  (4) 

supposées  algébriques  et  entières. 

Solution.  —  Substituons  à  ce  système  le  système 

y\{x,y,z).t-^yt{x,y,z)  =  o,  (5) 

,  W(:r,r,5)  =  o,  •  (6) 

(B)  ;        V    »^>    /         »  V    - 

i  ^2{^,y,z,t)  =  o,  (7) 

(  UU^,r,-,  0  =  0,  (8) 

obtenu  en  éliminant  t  entre  les  équations  (1),  (2).  L'é- 
quation (6)  a  toutes  les  solutions  communes  à  • 

i  V2(^,j,;5)  =  o;  (10) 

le  système  (B)  se  compose  de  (A),,  plus  du  système 

Vi(^,r,5)  =  o,  (11) 

(D)  <■  ^*^^'->'''^)  =  ^»  (*^) 

UsCa:,/,^,  0  =  0,  (i3) 

^\{3r,y,z,t)-  o.  (i4) 


(  566  ) 

Ayant  déjà  appris  à  résoudre  les  systèmes  (B)  et  (D),  le 
problème  est  résolu. 
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